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Ldsst sich Unterricht als Abenteuer gestalten? Nicht nur in der Schule, sondern
auch an der Universitdt, etwa in einer didaktischen Vorlesung? Ziel der im Som-
mersemester 2013 gehaltenen Vorlesung war es, an konkreten Beispielen exempla-
risch zu zeigen und zu erleben, wie ,,Begreifen“ und ,Erkenntnis“ nachhaltig, ge-
hirngerecht und in einem gruppendynamischen Kontext moglich sind. So entstand
das vorliegende Skript aus der Vorlesung heraus bzw. aus studentischer Feder.

Ein konstruktivistisches Lernverstandnis erfordert eine tiefgreifende Haltungsan-
derung. Es geht nicht um richtige oder falsche Methoden. Vielmehr geht es um
situationsgerechtes Handeln in Ubereinstimmung mit der eigenen (Lehrer-)Per-
sonlichkeit: Was passt fiir mich? Was passt zur Situation? Es geht darum, Lehrer zu
~werden® statt Lehrer zu ,machen® Kurz: Es geht um Personlichkeitsentwicklung.

Stimmen von Studierenden, die sich auf das
Abenteuer eingelassen haben:

»Ich habe einen ganz neuen Zugang zur Mathematik
gefunden und Methoden kennengelernt, die mir aus
eigener Schulzeit nicht bekannt waren.“

»Praxisnahe Vorlesung, man kann (sich) selbst
erleben.”

»Sehr gut gefallen haben mir die interaktiven
Ubungen, von denen mich einige in meinem Lehrer-
dasein begleiten werden.“

Mathematisches Institut der Universitdt Freiburg
Abt. fiir Didaktik der Mathematik
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Vorwort

Vorwort

Wissen wachst
,Wie kommt Wissen in unser Gehirn?“ Eine zentrale Frage, mochte man meinen, vor
allem, wenn man als Lehrer Schiilern etwas beibringen méchte. Und doch erweist sich
die naheliegende Frage (zunéchst) als wenig hilfreich. In einem konstruktivistischen
Sinne lautet die richtige Fragestellung: ,Wie entsteht Wissen in unserem Gehirn?*
Das menschliche Gehirn ist etwas sehr Seltsames. Egal wohin Sie es , pflanzen®: Es
passt sich an. Wéren Sie in der Wiiste geboren, Sie hédtten andere Menschen, andere
Tiere und vermutlich eine andere Sprache kennengelernt, kurz: Sie wiirden anders
denken. Hétten Thre Eltern Sie im Norden Finnlands geboren, wiirden Sie wiederum
anders denken. Interessant: Thr Denken passt sich der Umgebung an. Ich weils zwar
nicht, wie Sie das machen oder genauer: wie ihr Gehirn das macht, aber Sie tun es.
Die Grundidee besteht also nicht darin, das Gehirn direkt zu verdndern, sondern
dass wir es in eine geeignete Umgebung packen. Die Grundthese ist: Wissen kann
man nicht erzwingen, es kann nur von selbst wachsen. Neurodidaktisch formuliert:
Das Gehirn ist kein Datenspeicher, sondern ein Datengenerator. Nimmt man diese
Aussage ernst, findet man sich als Lehrperson unmittelbar in einer neuen Rolle mit
einer neuen Aufgabe konfrontiert: Es geht nicht darum, Wissen einzutrichtern, son-
dern das Wachstum optimal zu férdern.
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Vorwort

Der Lehrer wird zum Géartner, zum Gestalter einer Lernumgebung. Er wechselt
vom ,Beschulenden” zum ,,Strukturgeber® - eine vollig andere Arbeitsstelle am sel-
ben Arbeitsplatz. Nicht weniger als ein Paradigmenwechsel: Ein deterministisches
Lernverstandnis wird von einem konstruktivistischen abgelost.

Universitdres Lehren

Léasst sich an einer Universitét eine konstruktivistische und systemische Didaktik in
einem handlungs- und erlebnisorientierten Kontext vermitteln? In einer Vorlesung?
Das vorliegende im Sommersemester 2013 entstandene Skript zeigt mit vielen Be-
schreibungen und Bildern eine positive Antwort. Gerne darf es als Pilot bzw. als Mog-
lichkeit fiir andere Universitdten und andere Fachrichtungen verstanden und nach-
geahmt werden.!

Die Aufzeichnungen in diesem Skript stammen alle aus studentischen Federn und
beschreiben exemplarisch handlungsorientierte Zuginge zu unterschiedlichen The-
menfeldern. Ich schreibe bewusst ,,exemplarisch®, da dieses Skript keinen vollstdn-
digen Katalog darstellen mochte, dessen Inhalte dann auf die beschriebene Weise
im Unterricht umgesetzt werden sollen. Vielmehr wollen die unterschiedlichen Ide-
en und Darstellungen zum eigenen Experimentieren anstiften. Der Leser moge ei-
gene Beispiele und Ideen entwickeln, Dinge verwerfen, andere hinzufiigen - kurz:
es zu seiner eigenen und zur Sache seiner Schiiler machen.?

Man braucht nicht die Hattie-Studie zu zitieren, um zu wissen, dass die Lehrerper-
sonlichkeit bzw. die Lehrperson der entscheidende Faktor im Unterricht ist. Somit
will dieses Skript keine Appelle und Vorschriften machen, wie ,,guter Unterricht“ ge-
lingen kann. Vielmehr mochte es den Moglichkeits- und Handlungsspielraum erwei-
tern. ,,Guter Unterricht® existiert nicht losgel6st von Lehrperson und Schiilern und
muss fiir jede Klasse neu gedacht und gelebt werden. Es ergibt keinen Sinn, iiber Un-
terrichtsmethoden zu sprechen, ohne Lehrer- und Schiilerpersonlichkeit mit einzu-
beziehen. Folglich wird Personlichkeitsentwicklung als zentraler Wert gesehen. Es
geht nicht um ,richtigen® Unterricht, sondern um , stimmigen“ Unterricht.

Wann wird Unterricht zum Abenteuer?

Abenteuer gibt es nicht im Buch, es kann nur mit Lehrer und Schiilern im Unterricht
entstehen bzw. erfahren werden. Aber wie entsteht das Abenteuer? Aus dem Zusam-
menspiel zweier Welten: der Welt des Fiihlens, des Erlebens, des Wahrnehmens und

1 Das Skript vom Wintersemester 2012 ,Analysis und Algebra als Abenteuer kann ebenfalls auf der Home-
page der Didaktik der Mathematik gratis heruntergeladen werden.

2 Der interessierte Leser, der weitere Beispiele kennenlernen will und einen tieferen didaktischen Einblick
sucht, sei auf mein dreibdndiges Werk ,Mathematik als Abenteuer (Aulis Verlag) verwiesen.
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Vorwort

auf der anderen Seite der Welt des fachlichen Wissens, des Lernens. Letzteres bildet
den Rahmen fiir einen Erlebnisraum.

Es braucht beides: Ohne Lernen verkommt das Erlebnis zur Bespaf3ung, ohne Er-
leben verkommt das Lernen zum fremdbestimmten Pauken. Handlungs- und erleb-
nisorientierte Didaktik mochte das (wieder) zusammenfiihren, was in natiirlicher
Weise zusammengehort.

Dank

Es steckt viel Arbeit von vielen Menschen in diesem Skript. Die einzelnen Abschnitte
wurden meist in Vierergruppen von Studenten verfasst. AnschlieSend wurden sie von
den Tutoren Stefanie Augenstein, Niklas Faupel, Sebastian Hillenbrand, Lisa Maria
Miiller und mir inhaltlich Korrektur gelesen, worauf die Verfasser fast immer die An-
derungsvorschlédge in ihren Text ibernahmen. Lisa Maria Miiller fiihrte im zweiten
Korrekturdurchlauf alle (!) Gespriache mit den einzelnen Gruppen durch und sam-
melte Bilder und Texte. Clemens Blank sortierte Inhalte, gliederte, korrigierte Satz-
bau und Grammatik und verfasste den Index. Frau Schuler unterstiitzte an vielen
Stellen und trug manches zur besseren Verstandlichkeit der Texte bei.

Ich mochte an dieser Stelle allen Beteiligten ganz herzlich zu diesem personlichen
Vorlesungsskript gratulieren und ihnen dafiir danken. Mége es den Impuls zu dem
einen oder anderen Abenteuer im Unterricht geben.

Martin Kramer

Das Werk und seine Bestandteile sind urheberrechtlich geschiitzt. Jede vollstandige
oder teilweise Vervielfaltigung, Verbreitung und Veroffentlichung bedarf der aus-
driicklichen Genehmigung des Herausgebers.

Download dieser Seiten als PDF unter
http://home.mathematik.uni-freiburg.de/didaktik/downloads.de.html
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1

Kommunikation

11 Nonverbale Kommunikation

Viola Haueisen, Lars Schnee und Florian Hefs

Definition

Unter nonverbaler Kommunikation versteht man jegliche Art von zwischenmensch-
licher Kommunikation, welche ohne Worte stattfindet. Diese Art der Kommunikati-
on kann sowohl unabsichtlich als auch bewusst und gewollt ablaufen.

Arten nonverbaler Kommunikation

Die fiir den Unterricht interessante nonverbale Kommunikation wird in verschiede-
ne Arten unterteilt. Diese unterscheiden sich vor allem in der Art des Einsatzes des
eigenen Korpers oder geeigneter Hilfsmittel.

1

. Korper / Korperhaltung

Hierunter fallen alle Arten der nonverbalen Kommunikation, welche ausschlief3-
lich unter Zuhilfenahme des Korpers stattfinden. Zusétzlich zahlt zu dieser Spar-
te auch diejenige Kommunikation, welche iiber den Bewegungsablauf einer Per-
son geschieht.

. Ortskodierung

Zu dieser Kategorie gehort alles, was mit einer bestimmten Position im Raum ver-
bunden ist, wobei je ein Teil des Raumes mit einer Aussage in Verbindung gebracht
wird.

. Uber das Material

Man kann sich nicht nur mit dem Korper nonverbal austauschen. Dies ist ebenso
mit Hilfe von Gegenstdnden mdglich. In der Schule finden sich dazu viele geeig-
nete Moglichkeiten.
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Nonverbale Kommunikation

Jeder dieser einzelnen Bereiche lasst sich nochmals aufteilen. Zur genaueren Be-
schreibung nonverbaler Kommunikation lésst sich zwischen ,,digitaler und ,,analo-
ger“ nonverbaler Kommunikation differenzieren. Unter digital soll hier eine Kom-
munikation verstanden werden, bei der es diskrete Aussagen wie ja oder nein und
keine ,,Zwischen“- oder ,, Teils-Teils“-Losungen gibt. Dies ist bei der analogen Kom-
munikation der Fall, bei der man kontinuierlich Standpunkte einnehmen kann und
man nicht auf eine spezielle Aussage fixiert ist. Hierzu gibt es eine detailliertere Ab-
stufungseinteilung.

Beispiele nonverbaler Kommunikation

DIGITAL ANALOG

Verschranken der Arme, a Anzeigen von Meinungen mit Hilfe der Finger oder
sobald man eine Lésung dem sog. Daumenzeiger.

oo |auf die Frage gefunden ) ?

c

5 |hat. - .

2 12

= .

5 |Einen vorgegebenen

g Winkel durch Drehen

R . . L]

X |des Korpers veranschaulichen. L AF)

g

S [Einfrieren (stehen bleiben),
sobald man eine Antwort hat. N

Stellung beziehen beim Museumsrundgang. Aufstellen entlang einer Skala zur Frage, wie moti-
Positionieren am Rand des Zimmers bedeutet das |viert man am Morgen in die Schule gekommen ist.
Beenden einer Aufgabe. Kodieren von Raumecken
mit bestimmten Aussagen.

oo
c
2
X i
3 ¥ )
£
o
Veranschaulichen der Losung der Gleichung Tisch wird als Skala verwendet, welcher die Midig-
sin(x)=0,5 mit einem Stift. Gesucht ist also der keit der Schiiler in % angibt (von der unteren bis
Winkel 30°. zur oberen Tischkante). Mit einem Stift wird dann
= die persdnliche Meinung positioniert.
g
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=
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Der grof3e Vorteil dieser Kommunikationsformen liegt darin, dass unnoétiger Larm,
welcher bei verbaler Kommunikation entsteht, vermieden wird. So herrscht eine ru-
hige und konzentrierte Lernatmosphére, welche nicht durch Zwischenrufe und Ge-
murmel gestort wird.

Zusétzlich wird so die Moglichkeit geschaffen, dass Schiiler, welche sich nicht si-
cher sind, ob ihre Einschitzung Sinn macht bzw. ob ihre Losung stimmt, eine Ant-
wort geben konnen, ohne sich vor der ganzen Klasse zu blamieren. Dies konnte der
Fall sein, wenn einzelne Schiiler direkt befragt werden. Der Lehrer kann die Schiiler
alle gleichzeitig abfragen, was eine sehr angenehme Methode fiir die Schiiler dar-
stellt. So wird garantiert, dass kein Schiiler vor der ganzen Klasse blo3gestellt wird.

Ein weiterer positiver Aspekt dieser Form der Kommunikation ist die Vielzahl der
Kommunikationsachsen. Bei einer Einzelabfrage eines Schiilers gibt es genau eine
Achse, hier jedoch wird durch das Preisgeben der eigenen Meinung durch Anzeigen
(beispielsweise durch Finger) die Anzahl stark erhoht.
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Nonverbale Kommunikation durch Ortskodierung

1.2 Nonverbale Kommunikation durch Ortskodierung
Fabian Ruf, Jestis Peinado Rubio, Frangiska Schuster und Moritz Kieferle

Die Schiiler geben ihre Vermutung nonverbal durch ihre Positionierung im Raum
wieder. Durch kurzes Argumentieren sollen die anderen Schiiler von der eigenen
Vermutung iiberzeugt werden.

Konkrete Umsetzung
Aufgabenstellung des Ritsels
Der Lehrer schneidet zwei gleich breite Streifen von einem Blatt Papier ab. Beide
Streifen werden jeweils zu einem Kreis zusammengeklebt. Die beiden Kreise sollen
dann quer aufeinander geklebt werden. Die dabei entstandene Figur zeigt der Leh-
rer den Schiilern durch Hochhalten.

Nun wird den Schiilern die Aufgabe gegeben sich zu {iberlegen, welche geometrische
Figur sich ergibt, wenn man beide Kreise langs der beiden Mittelstreifen aufschneidet.

Kommunikation in der Grofdgruppe

Es werden einige Ideen der Schiiler gesammelt. Meist ergeben sich zwischen vier
und sechs verschiedenen Antworten. Die Schiiler, welche ihre Vermutung gedullert
haben, positionieren sich in unterschiedlichen Ecken im Klassenzimmer. Diejenigen,
die keine eigene Antwort gegeben haben, entscheiden sich nun fiir eine der Méglich-
keiten und beziehen ebenfalls Stellung, indem sie sich auch auf die verschiedenen
Ecken des Klassenzimmers verteilen. So werden die Raumecken zu Reprasentanten
der verschiedenen Vermutungen.



Padagogik und Methodik

Kommunikation

Ziele und Regeln

m Nur eine Person redet, die anderen horen zu.

m Jede Gruppe présentiert ihre Vermutung und argumentiert fiir diese Antwort.
m Jeder Schiiler hat jederzeit die Moglichkeit, seine Position zu wechseln.

Nun besteht das Ziel darin, dass sich zum Schluss alle Schiiler in einer Ecke positio-
nieren, also sich fiir die gleiche Antwort entscheiden. Um dies zu erreichen, versu-
chen die einzelnen Gruppen ihre Mitschiiler durch entsprechende Argumente von
ihrer Antwort zu liberzeugen.

Damit Chaos und wildes Durcheinanderrufen verhindert wird, empfiehlt es sich,
einen Gegenstand einzufiihren der als ,,Redestab“ fungiert. Dieser kann auch fiir wei-
tere Ubungen verwendet werden.

Auflésung des Ratsels

Es gibt drei Méglichkeiten, diese Ubung aufzuldsen: Der Lehrer 16st das Rétsel, die
Auflésung wird auf die néachste Stunde verschoben oder die einzelnen Gruppen 16-
sen das Ritsel selbst, indem sie die beiden Streifen langs der Rdnder aufschneiden.
Je nach zeitlichem Rahmen oder Einbettung in die Unterrichtseinheit wird die ent-
sprechend passende Variante gewahlt.

Hintergriinde

Nonverbale Kommunikation durch Ortskodierung

Durch die offene Fragestellung wird die konkrete Losung bewusst nicht verraten.
Vielmehr bekommen die Schiiler die Chance, sich eine eigene Meinung zu bilden
und vorzustellen. In der anschlieSenden Diskussion werden die eigenen Losungs-
ideen noch einmal verbalisiert und die eigene Vorstellung von moéglichen Losungen
prasentiert. Die Schiiler versuchen nun, sich gegenseitig von ihren Ideen zu iiber-
zeugen, um die Mitschiiler somit auf ihre Seite ziehen zu kénnen.

Jeder Schiiler kann selbst entscheiden, ob er die Biihne betritt und seine Idee preis-
geben mochte. Auferdem kann der Lehrer bei dieser Ubung schnell feststellen, ob es
bestimmte Gruppen in der Klasse gibt, dann ndmlich, wenn nicht nach der Qualitat
der Idee entschieden wird, sondern die Schiiler sich nach Sympathie fiir eine Ant-
wort entscheiden. Der Lehrer gibt bewusst keine Antwort vor und ldsst die Argumen-
tation ohne seinen Einfluss laufen, um eine optimale Lernumgebung zu schaffen. Bei
dieser Aufgabe soll den Schiilern bewusst gemacht werden, dass es kein richtig und
kein falsch gibt. Sie sollen ohne Angst vor einer Riige des Lehrers unter sich Argu-
mente austauschen kénnen, um ihre eigenen Vorstellungen frei entfalten zu kénnen.
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Redestab

Der Redestab ist eine Moglichkeit, jedem Schiiler die Chance zu geben, sich Gehor
zu verschaffen. Jeder, der etwas sagen mochte, kann seine Position vertreten, wah-
rend die anderen zuhoren ohne ihn zu unterbrechen. Das schult die Aufmerksam-
keit und vermeidet ein wildes Durcheinander.

Auflésung

Beim selbstdndigen Losen des Rétsels, also beim Aufschneiden der verdrehten Acht,
erleben die Schiiler selbst, ob sie mit ihrer Idee richtig gelegen haben. Die Losung ist
fir die meisten erst beim Aufschneiden des zweiten Streifens zu sehen, dann stellt
sich aber ein sogenanntes ,,Aha-Erlebnis“ ein. Die Schiiler sind erstaunt und faszi-
niert, welche Form sich schlussendlich ergibt.

Lasst man das Rétsel am Ende ungelost, wird der Mathematikunterricht automa-
tisch mit nach Hause genommen. Es liegt in der Natur des Menschen, Rétsel 16sen zu
wollen, dementsprechend wird die Aufgabe vielleicht beim Abendessen mit der Fami-
lie noch einmal diskutiert, im besten Fall sogar noch einmal selbst nachgebaut. Da-
durch erreicht die Ubung, dass die Stunde nicht nach dem Klingeln beendet ist, son-
dern noch mehrmals am Tag iiber das Problem nachgedacht wird. Auf3erdem stellt
der Lehrer sicher, dass in der ndchsten Stunde die Aufmerksamkeit der Schiiler vor-
handen ist, da jeder wissen will, wie die Losung des Rétsels aussieht.

1.3 Mathematik Begreifen - Begriffe in der Mathematik

Nicole Méck und Lena Semmler

Die Schiiler erfahren die Schwierigkeit einer exakten Beschreibung. In diesem Bei-
spiel werden hierzu Trockenerbsen und Zahnstocher verwendet. Erstere miissen vor
der Benutzung zunéchst einige Stunden in Wasser eingelegt werden, idealerweise
in der Nacht vor der Unterrichtsstunde.

Konkrete Umsetzung

Zwei Freiwillige setzen sich voneinander
abgewandt an zwei nebeneinander platzier-
te Tische. Einer der Schiiler bekommt nun
die Aufgabe aus Erbsen und Zahnstochern
eine selbstentworfene Figur, die sich nicht
wie ein Wiirfel oder ein Haus einfach be-
nennen lasst, zu konstruieren. Wihrend er
baut, beschreibt er seine Konstruktion dem
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anderen Schiiler, so dass dieser die Figur nachbauen kann ohne sie selbst zu sehen.
Man kann die Ubung verschirfen, indem der nachbauende Schiiler bei Verstindnis-
problemen nicht nachfragen darf.

Hintergriinde

Lernen am Modell

Sobald etwas ungenau formuliert wird oder ein Fehler passiert, lachen die zuschau-
enden Schiiler. Doch sie lachen nicht iiber die Modellierer sondern iiber die Sache:
Im Lachen wird die Schwierigkeit erkannt.

Exakte Beschreibung auf formaler Ebene

Hiufig passieren bei dieser Ubung Fehler
im Kommunikationsweg: sowohl falsche
Interpretationen als auch fehlende oder
ungenaue Ausfithrungen bei der Beschrei-
bung fithren oft dazu, dass die beiden Fi-
guren am Ende nicht {ibereinstimmen. Die
Schiiler erkennen jedoch durch diese Feh-
ler die Schwierigkeit, Konstruktionsplane
prazise zu verbalisieren. Gleichzeitig ler-
nen sie, dass es immer dann einfacher wird
etwas zu beschreiben, wenn man tiber tref-
fende Begrifflichkeiten verfiigt.

Fachiibergreifender Aspekt
Mit dieser Ubung kann man einen Bezug zu Vorgangsbeschreibungen im Deutsch-
unterricht ziehen und so fachiibergreifend arbeiten.

1.4 Feedback statt Beurteilung
Nadine Hirt und Sophia Oertel

,Das Feedback ist eine Gesprachsform, anderen etwas dariiber zu sagen, wie ich sie
sehe bzw. zu lernen, wie andere mich sehen. Feedback besteht daher aus zwei Kom-
ponenten, ndmlich dem Feedback-Geben und dem Feedback-Nehmen.“?

3 http://arbeitsblaetter.stangl-taller.at/KOMMUNIKATION/Feedback.shtml
Datum: 02.07.2013, Uhrzeit: 07:42Uhr, letzter Aufruf: 02.07.2013.
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Feedback ist keine Bewertung oder Beurteilung. Stattdes-
sen geht es um den gegenseitigen Einblick in verschiedene
Wirklichkeiten.

Als Lehrer wiirde man gerne in den Kopf der Schiiler hi-
neinschauen, um zu wissen, was diese denken und wie sie
sich fithlen. Da dies nicht moglich ist, benotigt der Lehrer
das Feedback.

Feedback-Regeln*

Damit ein Feedback am Ende etwas Sinnvolles und Hilfrei-
ches darstellt, miissen einige Regeln auf Seiten des ,Feed-
back-Nehmers“und des, Feedback-Gebers“ eingehalten wer-
den.

. . . . L. Abb. : Schiilerhirn, eine Art ,Black Box“.
Generell ist ein Feedback immer gegenseitig und freiwil-

lig. AuBerdem soll es Interesse an weiteren Riickmeldun-
gen bringen.

Regeln fiir den ,,Feedback-Geber

Das Feedback sollte...

m beschreibend sein, d.h. Bewertungen sind auf3en vor zu lassen. Kritik sollte im-
mer sachlich formuliert werden. Das Feedback hilt dem Feedback-Nehmer eine
Art Spiegel vor.

m konkret sein. Mit ungenauen, zu allgemeinen Aussagen kann der Empfanger nichts
anfangen, weil er nicht genau weil3, was damit gemeint ist und so die Gefahr be-
steht zu verunsichern. Daher: Je konkreter, desto besser.

m als Ich-Botschaft formuliert sein, denn wenn man seine eigenen Beobachtungen
oder Eindriicke preisgibt, hilft dies dem Empfinger mehr, als wenn man in der
,Wir-Form*“ spricht.

m ,Positives” zuerst enthalten. Das Feedback sollte ,Lust auf mehr machen“ und
nicht so formuliert sein, dass der Empféanger sich eventuell in Zukunft keines mehr
einholen will. Es ergibt auch Sinn, das ,Negative“ iiberhaupt nicht zu beachten.

m konstruktiv sein, d.h. der Empfanger sollte einen Nutzen davon haben und die
Moglichkeit dazu haben, die Kritik in Zukunft umzusetzen, wenn es fiir ihn pas-
send ist.

4 http://arbeitsblaetter.stangl-taller.at/KOMMUNIKATION/FeedbackRegeln.shtml
Datum: 20.06.2013, Uhrzeit: 08:47Uhr, zuletzt aufgerufen: 20.06.2013.
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Regeln fiir den ,,Feedback-Nehmer*
Als Empféanger von einem Feedback sollte man...

den ,Feedback-Geber* ausreden lassen.

sich nicht verteidigen oder rechtfertigen. Man muss sich vor Augen halten, dass
der andere nur beschreibt, wie man auf ihn wirkt, was aber nicht heifen muss,
dass man wirklich so ist. Es ist wichtig, die Wahrnehmung des anderen zu akzep-
tieren und dariiber nachzudenken.

nachfragen, wenn man das Feedback nicht richtig verstanden hat.

dieses richtig einordnen, denn eine solche Riickmeldung stellt keinen Befehl oder
Appell dar, sondern ist eine Moglichkeit, einen Einblick in sein Wirken auf ande-
re zu erhalten.

dankbar sein fiir das Feedback und dieses gerne annehmen, denn es ist ein Ge-
schenk und eine Hilfe fiir einen selbst. Man kann erfahren, wie sein Auftreten und
seine Art bei anderen ankommen.

Konkrete Umsetzung
Die vorgestellte Variante des Feedbacks ist als eine Moglichkeit zu sehen, wie man
das Feedback in einer Klasse durchfiihrt.

Durchfiihrung
Bevor das Feedback z.B. zu jeder Unterrichtseinheit oder nach jeder Klassenarbeit
durchgefiihrt wird, wird gemeinsam mit den Schiilern an der Tafel gesammelt, was

10
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in dieser Einheit geschehen ist. Damit wird vermieden, dass beim Feedback nur ein
kleiner Ausschnitt beriicksichtigt wird. Stattdessen wird ein Gesamtiiberblick iiber
die Einheit geschaffen.

Da das Feedback gegenseitig stattfindet, beteiligt sich auch der Lehrer. Um ein
entsprechendes Beispiel zu geben kann es sinnvoll sein, dass dieser damit beginnt.
Im Anschluss formuliert er eine oder mehrere konkrete Fragen, zu welchen er eine
Riickmeldung wiinscht. Jeder nimmt hierzu ein leeres Blatt Papier und beschriftet
es mit seinem Namen. Ist dies geschehen, wird sich hierauf nun schriftlich geduf3ert.
Im Anschluss werden die Blétter an die Wand gehédngt um einen Rundgang zu star-
ten, bei welchem alle die AufRerungen der Mitschiiler lesen kénnen. Wem eine Au-
Rerung personlich gut gefillt oder unterstiitzenswert erscheint, kann seinen Namen
auf das entsprechende Blatt hinzu schreiben. Hierdurch wird das Feedback zu einer
Art Selbstoffenbarung.

Die Blétter werden im Nachhinein vom Lehrer eingesammelt. In der ndchsten Stun-
de konnen von ihm verschiedene Aspekte, die genannt wurden, in der Klasse ange-
sprochen werden. Er kann auch, da die Blédtter mit Namen versehen sind, einzelne
Personen direkt ansprechen, um z .B. konkrete Riickfragen zu stellen.

Kritik sollte wertgeschéatzt werden, da es fiir den , Kritik-Geber* auch nicht immer
einfach ist, Kritik zu dufSern.

Weitere Moéglichkeiten zum Feedback

Nonverbales Anzeigen

Neben dieser Art des Feedbackgebens gibt es noch weitere Moglichkeiten, z. B. non-
verbal durch das Aufzeigen des Daumens. Fiir die verschiedenen Stellungen des

11
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Daumens werden unterschiedliche Antwortabstufungen auf die Frage des Lehrers
festgelegt. Nachdem der Lehrer seine Frage gestellt hat, zeigen die Schiiler durch
ihren Daumen an, fiir welche Antwort sie sich entschieden haben. Diese Art bietet
sich zum einen besonders bei Fragen an, deren Antwortmoglichkeiten eine Tendenz
enthalten, z.B. ,, Seid ihr noch aufnahmebereit fiir neue Inhalte?“ oder ,, Hat euch
diese Ubung gefallen?“. Zum anderen bietet sie sich an, um kurz und knapp einen
Uberblick zu gewinnen.

Passend/ unpassend — Zettel

Eine weitere Alternative dazu ist die Methode des ,passend/unpassend® - Zettel.
Wenn sie nicht den Anspruch auf Objektivitat erhebt und sie als Moglichkeit wahr-
genommen wird, in die Wirklichkeit der Schiiler Einblicke zu erhalten, ist sie eine
Variante des Feedbacks. Bei dieser Methode schreiben die Schiiler in einer zweispal-
tigen Tabelle jeweils auf, was als passend bzw. unpassend empfunden wurde. Dies
wird im Nachhinein vom Lehrer eingesammelt.

12
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2 Hilfen zur Umsetzung

2.1 Platz schaffen fiir Handlungs- und Erlebnisorientierte
Didaktik

Fabian Ruf, Jestis Peinado Rubio, Frangiska Schuster und Moritz Kieferle

Das Ziel dieser Aufgabe ist, das Klassenzimmer so umzugestalten, dass geniigend
Platz entsteht, um handlungsorientierte Didaktik zu betreiben. Der Prozess soll durch
die Gruppendynamik der Klasse geleitet werden.

Konkrete Umsetzung
Zu Beginn veranschaulicht der Lehrer mit Hilfe einer Skizze des Klassenraums die
gewilinschte Form graphisch an der Tafel.

13
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Vorhersagendes Schitzen

Die erste Aufgabe der Schiiler besteht darin, zu schétzen, wie viel Zeit sie fiir den vor-
gegebenen Auftrag benétigen. Damit jeder Schiiler eine eigene Einschédtzung abgibt,
verschrankt er die Arme, sobald er sich auf eine Zeitangabe festgelegt hat. Auf Zei-
chen des Lehrers kann die Schitzung mit Hilfe der Finger von allen Schiilern gleich-
zeitig angezeigt werden. Dabei steht ein Finger fiir eine Minute.

Umrdumen

Bevor es losgeht, gibt der Lehrer zwei Hinweise: erstens wird wahrend der ganzen
Ubung nicht gesprochen, zweitens finden sich nach dem Umrdumen alle Schiiler am
Rand der Zimmers oder in einem Kreis ein. Dann gibt der Lehrer das Startzeichen.

Riickblickendes Schdtzen

Ein weiteres Mal schitzen die Schiiler nach obiger Methode, wie lange sie gebraucht
haben. Dieses Mal steht etwa ein Finger fiir zehn Sekunden.

Nun sind die rdumlichen Voraussetzungen fiir beispielsweise eine Gruppenarbeit
geschaffen.

Hintergriinde und Bemerkungen

»Noch Fragen?“

Nach dem Stellen einer Aufgabe versichert sich der Lehrer grundsatzlich, ob alle
Schiiler wissen, was zu tun ist. Dazu gibt der Lehrer den Schiilern die Moglichkeit
Riickfragen zu stellen, um Unklarheiten vorzubeugen. Dies erzeugt eine Lernumge-
bung, in der die Schiiler ihre Aufgabe erfiillen, ohne dass der laufende Prozess durch
Fragen gestort wird. Der Lehrer kann sich nun zuriicknehmen und den Prozess von
aulden beobachten, ohne in die Klassendynamik einzubrechen.

Starken der Gruppendynamik

Alle Schiiler packen an, um im Raum Platz zu schaffen. Tische und Stiihle wer-
den gemeinsam zur Seite gerdumt. Das Unterbieten der anfangs geschitzten Zeit
(meist benotigt die Gruppe ca. 100 Sekunden) schenkt den Schiilern somit ein ge-
meinsames Erfolgserlebnis. Es handelt sich somit nicht nur um eine Vorbereitung
fiir kommende Ubungen, vielmehr wird durch diese spielerische Herausforderung
die Gruppendynamik in der Klasse gestirkt, da viele iiberrascht sein werden, wie
gut die Zusammenarbeit funktioniert hat. Die Ubung gewinnt durch das Schitzen
an Schwung und Effizienz, da niemand daran schuld sein mochte, dass die Gruppe
ldnger braucht als notig.

14
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Teamwahrnehmung

Das Verschranken der Arme stellt in diesem Kontext eine Form der nonverbalen Kom-
munikation dar. Die Schiiler teilen dadurch sowohl dem Lehrer als auch den Mit-
schiilern mit, dass sie sich fiir eine Antwort entschieden haben.

Mit Hilfe der Schitzung gewinnt die Aufgabe fiir die Schiiler unbewusst an Dynamik.
Sie werden angespornt, die zuvor geschéatzte Zeit zu erreichen, oder sogar zu unter-
bieten. Fiir gewohnlich fallen die Schitzungen vor der Ubung zu hoch aus (meist
zwischen 3 und 8 Minuten).

Die Schiiler offenbaren durch ihre Schéitzung ohne die anderen Finger zu sehen,
wie sie sich selbst und die Gruppe einschétzen, wie motiviert sie sind und welche
Energie und Leistung sie von sich und den Anderen erwarten. Genauso kénnen sie
ihre persénliche Einschéitzung im Anschluss an die Ubung im Kreis vergleichen. Durch
diese Form der Offenbarung entsteht eine Vielzahl an Kommunikationsachsen, die
durch Aufrufen der einzelnen Schiiler durch den Lehrer erheblich mehr Zeit in An-
spruch nehmen wiirde.

2.2 Rollenverteilung innerhalb einer Langzeitgruppe

Dorothee Miiller, Miriam Rademacher und Kathrin Spies

Nicht viele Menschen haben gute Erfahrungen mit Gruppenunterricht gemacht. Hau-
fig bearbeitet einer der Gruppe die Aufgabe alleine oder der vorgegebene Zeitrah-
men wird aufgrund schlechten Zeitmanagements nicht eingehalten. Um eine funk-
tionierende Gruppenarbeit zu gewahrleisten, kann der Gruppe bzw. Farbgruppe®
eine ,innere Struktur” vorgegeben werden.

Farb- bzw. Langzeitgruppe
Konkrete Umsetzung =
Individuelle Rollen bei Gruppenarbeiten / Y
Die Rollenverteilung innerhalb der Grup-
pe bildet den Grundstein fiir eine erfolg- I’ i
reiche Gruppenarbeit. Werden im Unter-
richt Gruppen von vier Personen gebildet,
ist beispielsweise folgende Rollenvertei-

lung sinnvoll:
Rolle 1 / Ralle 4

Rolle 2 Rolle 3

5 Farbgruppe: Eine Langzeitgruppe, welche farblich kodiert wird
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m Gesprichsleitung
Der Gesprichsleiter hat die Aufgabe, den Uberblick iiber den Verlauf der Gespri-
che zu behalten. Er leitet, lenkt und ordnet die Beitrage und fasst diese gegebe-
nenfalls zusammen. Des Weiteren sorgt er fiir Konzentration auf das Wesentliche
und unterbindet Privatgespréche.

m Protokollant
Der Protokollant ist fiir die Sicherung aller wichtigen Daten, Beobachtungen und
Ergebnisse verantwortlich.

m Zeitmanager
Der Zeitmanager sorgt dafiir, dass die Aufgaben im gegebenen Zeitrahmen bear-
beitet werden und schreitet bei unnétigen und unwichtigen Diskussionen ein.

m Materialwart
Der Materialwart ist verantwortlich fiir das benétigte Material. Er kiimmert sich
um die Vollstdndigkeit und die Unversehrtheit der Materialien.

Rollenverteilung
Zur Verteilung der Rollen innerhalb einer Gruppe bieten sich sogenannte ,Rollen-
karten“ an. Sie werden an die Gruppe ausgeteilt, wodurch jedem Schiiler eine be-
stimmte Rolle zukommt. Dabei ist es wichtig, dass bei jeder neuen Aufgabe die Rol-
len getauscht werden, um Gleichberechtigung herzustellen. Sollte zudem ein Schiiler
beispielsweise aufgrund von Krankheit ausfallen, so muss ein anderer Schiiler die-
se Aufgabe mit {ibernehmen.

Durch die Rollenkarten wird die Verantwortung konkretisiert. Den Schiilern wird
jeweils eine Rolle zugeteilt, die sie verbindlich zu erfiillen haben.

Dies ist aber nur eine von vielen Mdéglichkeiten, Rollen innerhalb einer Gruppe
zu verteilen. Es sind durchaus auch andere Rollen in kleineren oder grof3eren Grup-
pen denkbar.

Abb. Rollenkarten®
leil.rmnlgar Guu.pﬂchllehung M ateralwart Protskoldlant

Dr Zefrannaoer behil die UBr m E%e Crrpdchoisting shell sicher Coar Bdafevainat ist verandwortbch D Brodokodard songl dashle, dass
Eick Er ist dalie veranbwortich dags ideen und Wissen von stlleren Hirdas Maenial. Bei siners Schi- alls Exgebrisoes der Cruppe nictien
dass che Aulgabe im vorgeg shenen und betsaen Sohilem okl dbe- esregrouch muss e &5 nichi selbet werden und kene Messdaten vetlor
Zedtratumen bewbaet wed, O ver- pangen wesdan, B hitzigen Ciz- e uned umidckbnngeen, padoch sl ren gebeen. Er denbd an Paplsr und
vk sk S Giupps in sine lang: buesshonen legl der Caespe achbels & iher Anpichiiria, orern - Bl veenn Durn Bespead dr -
whinige Dibasssion wnd kel nichil et Fieireeniigs dey Worimeidungen Wk il Skl v lcoen gehil. Er Ban expermmentist wed, und achis
woran Hie solsialel A Tl iy Tl sl A, i e Encle allsg dar s, dass jader hinbsthes dis
g i wiader iy seinan Pz kamme Ciodteny bt

6 Link zum Download der Rollenkarten:
http://www.unterricht-als-abenteuer.de/download/Rollenkarten%20fuer%20Gruppenunterricht.pdf
(09.05.2013)
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Hintergriinde

Rollenzuweisung innerhalb einer Gruppe

In einer Gruppe gibt es bestimmte Rollen, die eingenommen werden miissen. Dabei
ist zu beobachten, dass es automatisch zu einer natiirlichen Rollenbildung kommt.
So libernimmt haufig einer den ,,Chefposten” oder ein anderer spielt den , Kasper®.
Schliet man einen storenden Schiiler aus einer Gemeinschaft aus, wird diese Rol-
le in der Gruppe neu besetzt.

Durch die klare Rollenverteilung von Zeitmanager, Materialwart, usw. fiihlt sich
jeder in der Gruppe fiir eine bestimmte Aufgabe verantwortlich und kann vom Leh-
rer, oder auch von anderen Schiilern, direkt angesprochen werden, wenn diese Auf-
gabe nicht zufriedenstellend erledigt wird. Die Verantwortung liegt also nicht mehr
bei der Gruppe, hinter der sich jedes Mitglied verstecken kann, sondern bei den Ein-
zelpersonen.

Rollenwechsel und Rollenentwertung
Bei einer solchen Rollenverteilung kann es vorkommen, dass Rollen schnell mit nega-
tiven Klischees in Verbindung gebracht werden. So wird der Zeitmanager als ,,Norg-
ler abgestempelt oder der Protokollant ist nur noch die ,, Tippse“ oder der ,,Schreiber-
ling“. Der Materialwart wird als ,,Depp vom Dienst“ tituliert und die Gespréchsleitung
wird zum ,,Boss“. Um eine Personifizierung eines Schiilers z. B. als ,,Norgler“ zu ver-
hindern, ist es wichtig, die Rollen regelmal3ig zu tauschen. Dadurch wird die bereits
erwihnte Gleichberechtigung gesichert und die Schiiler fiihlen sich nicht unfair be-
handelt. Jede Rolle fordert von der ausfiihrenden Person unterschiedliche Kompe-
tenzen. Durch den Rollentausch wird gewéhrleistet, dass alle Schiiler die Moglich-
keit bekommen, die verschiedenen Kompetenzen zu schulen. AufSerdem bekommen
schiichterne Schiiler die Gelegenheit, in bestimmten Rollen ihr Konnen unter Beweis
zu stellen. Eher extrovertierte Schiiler lernen, sich zuriickzuhalten und um ihre Auf-
gabe zu kiimmern. Durch den Rollentausch fiihlen sich die Schiiler in jede einzel-
ne Rolle hinein und lernen, diese besser
Wert zu schatzen. Durfte der Materialwart
am Anfang noch allen ,hinterher rdumen®,
wird spater darauf geachtet, dass nicht je-
der seinen ,,M{ill“ liegen lasst.

Anmerkung

Die zugeteilten Rollen sind als Zusatz zu
verstehen. Die Strukturierung der Gruppe
dient der Arbeit an der eigentlichen Aufga-
be, die von allen bearbeitet wird.
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2.3 Intelligentes Uben - Spiele(n) im Unterricht

Susanne Reichenbach, Martin Maletz und Carolin Faulk

Spiele bieten sich im Unterricht zum {iben an. Dabei konnen sie entdeckend oder
wiederholend fungieren.

Konkrete Umsetzung

Es sind verschiedene Spiele fiir unterschiedliche Gruppengrof2en denkbar. Im Fol-
genden findet man eine im Rahmen der Vorlesung als Ubungsaufgabe entstande-
ne Auswahl’:

In Anlehnung an bekannte Spiele:

m Quartett (geometrische Korper; 3D trifft 2D (siehe nédchste Seiten))
Memory (Geomemo, Geometrie Memory)

Activity (Geotivity)

Mensch-argere-dich-nicht (Mensch-verrechne-dich-nicht)

Malefiz (Mathefiz)

Frei erfundene Spiele:

m Schweinerei (Werfen kleiner Schweine aus Plastik - durch Wahrscheinlichkeiten
entscheiden, ob man weiterwirft)

m ErBoZa (siehe nichste Seiten)

m Das Geometriespiel (Brettspiel mit verschiedensten Aktionskarten)

m Erbsenzéhler (durch das Bauen geometrischer Korper mit Erbsen und Zahnsto-
cher werden Punkte in Form von Erbsen gesammelt)

m Piratenspiel (siehe néchste Seiten)

m Erbsen und Zahnstocher (Sammeln verschiedener Vorgabe-Karten um daraus geo-
metrische Objekte zu bauen)

7 Ausarbeitungen der einzelnen Spiele befinden sich auf der Homepage des Didaktischen Seminars: http://
home.mathematik.uni-freiburg.de/didaktik/lehre/ss13/ddgs/
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Bei diesem Spiel handelt es sich um ein
klassisches Quartett. Daher ist es einfach
und ohne grof3e Erklarungen umzusetzen.
Zu einer gegebenen 3D-Karte miissen die
passenden 2D-Karten, Projektionen des Ge-
bildes, gesammelt werden. Hierbei wird
das rdumliche Vorstellungsvermogen der
Schiiler trainiert; sie miissen die Zusam-
menhénge zwischen den beiden Dimen-
sionen kennen und auf3erdem in der Lage
sein, die Korper gedanklich zu drehen. Da
weiter keine Vorkenntnisse bendtigt wer-
den, ist das Spiel in allen Klassenstufen an-
wendbar. Dabei kann der Schwierigkeits-
grad durch einsetzen anderer Korper recht
einfach variiert werden. Dadurch ist auch

Pddagogik und Methodik
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eine Binnendifferenzierung innerhalb der Klasse moglich: die 3D-Karten konnen be-
wusst nach Schwierigkeitsgrad an die Schiiler verteilt werden.

Dieses Spiel eignet sich gut, um das in der Mathematik immer wieder wichtige
rdumliche Vorstellungsvermégen zu trainieren.

Das Piratenspiel
Mit dem Piratenspiel soll das Wissen der
Schiiler in den Teilgebieten Geometrie und
Wahrscheinlichkeitsrechnung iiberpriift
werden, die Aufgabenkarten lassen sich
aber auch auf andere Gebiete ausweiten.
Dabei ist besonders bemerkenswert, dass
man mit den anderen Mitspielern zusam-
men gegen fiktive Piraten spielt, nicht ge-
geneinander.

Ziel des Spiels ist, so viel Gold wie mog-
lich zu bergen, bevor die Piraten den Gold-
schatz erreicht haben. Hierbei kénnen die

Spieler bei einer richtigen Antwort Gold gewinnen; bei einer falschen Antwort rii-

cken die Piraten naher an den Schatz.

Das Spiel ist beendet, sobald alle Fragekarten aufgebraucht sind, der Schatz voll-
standig geborgen ist oder die Piraten den Goldschatz erreicht haben.
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Hilfen zur Umsetzung

ErBoZa \
ErBoZa ist ein Spiel, das die Be- %
- i _»

griffe verschiedener Kérper und s \ :
Figuren festigt und die dreidi- 5 ) w
mensionale Vorstellung dieser (=~
ermoglicht. Durch das Tempo 9 ¢

des Spiels und eingebaute Tii- e .'

cken, die einem das Aufholen
ermoglichen konnen, steigert es die Motivation und das Wettkampfempfinden der
Schiiler. Hierdurch legen diese mehr Elan an den Tag, um die Begriffe in den Ar-
beitsauftragen auch richtig umzusetzen und sich zu merken.

Dieses Brettspiel umfasst die Korper Hexaeder, Tetraeder, quadratische Pyrami-
de, Rechteck, Oktaeder, Quadrate und Dreiecke und ist bereits ab der 6. Klasse fiir
den Einsatz geeignet.

Ziel des Spiels ist es, den gegebenen Korper zu bauen. Eine besondere Schwie-
rigkeit tritt auf, wenn an besonderen Stellen anderes Material zu verwenden ist. So
sind die Grundbausteine dieser Korper und Figuren stets Zahnstocher und Erbsen,
jedoch miissen auch Bohnen mit eingearbeitet werden. Dabei bedarf es dreidimen-
sionaler Vorstellungskraft um sich den Korper vorzustellen, aus dieser Vorstellung
heraus zu bauen und zusétzlich noch darauf zu achten, wo die Bohnen dabei plat-
ziert werden miissen.

In ErBoZa wird das Material fiir den Auftrag jedoch nicht von Anfang an gege-
ben. Erst muss es erspielt werden. Dafiir sind eigens Materialfelder in das Spielfeld
eingebaut, auf denen um die zu erhaltende Menge des Materials gewtiirfelt wird. In-
dem es offen bleibt, wie schnell sie ihr benétigtes Material erhalten um zum ,Bau-
platz“ gehen zu konnen und ihren Auftrag zu bauen, kommt Spannung ins Spiel.
Die verschiedenen Auftrage benoétigen unterschiedlich viel Material. Um dennoch
gleiche Voraussetzungen zwi-
schen den Spielern zu schaffen,
gibt es verschiedene Startposi-
tionen auf dem Spielfeld, die
den Auftrdagen angepasst sind.
Sollten Spieler nicht genau wis-
sen, wie ihr Auftrag aussieht,
oder einfach auf Nummer Sicher
gehen wollen, so konnen sie sich
bei dem ,, Tipp“-Feld Hilfe holen.
Allerdings kostet das wiederum
Zeit und somit bleibt die Moti-
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Intelligentes Uben - Spiele(n) im Unterricht

vation hoch, die Begriffe der Kérper und Figuren zu kennen, um schneller zu sein.
Der erste Spieler, der seinen Auftrag richtig fertig gebaut hat, geht als Sieger von Er-
BoZa hervor. Allerdings iiberpriifen die Mitspieler ihn mit den Losungskarten, um
einen Fehler dabei auszuschliefen. Erschwerend kommt hinzu, dass wiahrend der
eigenen Bauzeit die anderen weiter spielen diirfen, sodass ein vermeintlicher Sie-
ger iiberholt werden kann.

Schiiler entdecken Spiele

Es ist denkbar, die Schiiler nicht nur spielen zu lassen, sondern ihnen die Aufga-
be zu geben, selbst Spiele zu erstellen. Dies ist am Ende einer Einheit am sinnvolls-
ten, wenn die grundlegenden Sachverhalte {iberblickt werden. Erst durch das Stel-
len von Aufgaben werden die Inhalte umfassend verstanden. Zum Schluss probieren
die Schiiler ihre erfundenen Spiele selbst aus.

Hintergriinde
,Spiel ist nicht Spielerei, es hat hohen Ernst und tiefe Bedeutung.”

(Friedrich Frébel in ,,Die Menschenergiehung®, 1826)
Der Mensch als ,,Spielkind”
Bei Beobachtungen in der Natur stellt man fest, dass fast alle Sdugetiere im Kindes-
alter spielen. Obwohl das Spiel mitunter gefahrlich ist, scheint es ein hervorragen-
des Lernkonzept zu sein. Der Mensch ist ein Lebewesen, das noch im Erwachsenen-
alter spielt. Das Spiel fordert hierbei den Forscher- und Entdeckungsdrang und ist
deshalb einer der Faktoren, die den Menschen zum Menschen machen. Folglich soll-
te man das Spiel nicht als unwichtig abtun. Es hat seinen Platz im Unterricht, nicht
nur in Vertretungsstunden und vor den Ferien. Ganz im Gegenteil, es bietet eine ef-
fektive Ubungsmoglichkeit.

Kompetenzenférderung
Im Spiel lernt man mehr als ,,nur” Mathematik, man entwickelt automatisch sozia-
le Kompetenzen (Kommunikationsfahigkeit, Teamfahigkeit, ...), Personale Kompe-
tenzen (Durchhaltevermogen, Ordentlichkeit, ...), usw.

Spiele leisten somit einen Beitrag zur ,,Vermittlung von iiberfachlichen Kompe-
tenzen“®, zu deren Forderung Lehrpersonen im Bildungsplan angehalten werden.

8 Bildungsplan 2004, Mathematik.
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Hilfen zur Umsetzung

,,Learning by doing”- Entwicklung eigener Spiele

Bei der Entwicklung eigener Spiele miissen sich die Schiiler konkrete Gedanken zum
Lerninhalt machen. Dadurch wird nicht nur das Gelernte wiederholt, sondern auch
geordnet, vernetzt, gewichtet und verinnerlicht.

Die Schiiler sind fiir das Endprodukt selbst verantwortlich, da die Mitschiiler am
Spiel lernen sollen. Dies bringt eine hohe Wertschidtzung der Arbeit und Qualitét
der Spiele mit sich. Nach Zustimmung der Autoren, also der Schiiler, hat der Lehrer
eventuell auch die Moglichkeit die Spiele in anderen Klassen einzusetzen.
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3 Symmetrie

3.1 Symmetrie im Raum: Maximales Chaos und Ordnung
Julia Pflumm

Die folgenden Ubungen eignen sich um die Achsensymmetrie in Klasse 5 einzufiih-
ren. Die Schiiler erfahren die Symmetrie nicht auf einem Blatt Papier, sondern im
eigenen Klassenraum.

Phase 1: Konkrete Umsetzung — Maximales Chaos
Wihrend dieser Ubung sollte unbedingt auf verbale Kommunikation verzichtet wer-
den, denn durch die Stille gewinnt die Ubung an #sthetischem Wert.

Die Schiiler bekommen die Aufgabe, im Klassenraum ein maximales Chaos entste-
hen zu lassen. Dazu darf jeder genau einen Gegenstand im Raum versetzen. Wichtig
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Symmetrie im Raum: Maximales Chaos und Ordnung

ist dabei, dass am Rand jeweils circa ein Meter Platz gelassen wird, um in der Mitte
eine ,Biithne“ entstehen zu lassen. Dieser am Rand geschaffene Platz kann auch fiir
Wertgegenstinde genutzt werden. Bei der gesamten Ubung soll nicht verbal kom-
muniziert werden. Weiter darf keine Gefahr von umfallenden Tischen, Stiihlen, etc.
ausgehen. Schiiler, die ihren Beitrag zum Chaos geleistet haben, stellen sich an den
Rand. Erst wenn alle soweit sind, geht es weiter.

Erweiterung - Ein Foto vom Chaos

Im Anschluss wird von der chaotischsten Stelle im Raum ein virtuelles Foto gemacht.
Hierzu gehen die Schiiler um die Biihne herum und wéhlen fiir sich zwei bis drei
Standpunkte aus, von denen aus ihrer Sicht das Chaos am grof3ten erscheint. Zur Un-
terstiitzung der Kameraperspektive kann mit dem Zeigefinger und Daumen der je-
weils rechten und linken Hand ein Fotoformat erzeugt werden. Dieser Anblick wird
sich den Schiilern in der Schule wahrscheinlich nie wieder bieten.

Hintergriinde

Die Regel, dass kein Wort gesprochen werden soll, dient zum einen dem Senken des
Larmpegels, zum anderen der Sicherheit der Schiiler. Denn, wo gesprochen wird,
passieren mehr Unfalle.

Phase 2: Konkrete Umsetzung - Maximale Ordnung
Diese Phase schlie$t direkt an die erste an und sollte ebenfalls ohne verbale Kom-
munikation erfolgen.
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60 Sekunden zum Aufrdumen

Die Gruppe hat auf ein Zeichen des Lehrers hin 60 Sekunden Zeit, um den Raum
so ordentlich wie moglich zu gestalten. Dabei darf nicht die urspriingliche Sitzord-
nung hergestellt werden. Nach 60 Sekunden stehen alle erneut am Rand des Rau-
mes. Nun koénnen sich alle einen Uberblick verschaffen, bevor sie in einem weiteren
Durchlauf von 60 Sekunden noch mehr Ordnung herstellen.

Aufrdumen mit dem Zug-um-Zug-Prinzip

Nach Beendigung der oben genannten Phasen folgt das sogenannte ,,Zug-um-Zug-
Prinzip“: Jeweils nur ein Mitglied der Gruppe tritt auf die Biihne und verdndert die
Position eines Gegenstandes mit dem Ziel, den Raum noch ordentlicher werden zu
lassen. Ist diese Person fertig, so tritt sie wieder zuriick und das nichste Gruppen-
mitglied kann beginnen. Stets gilt: Jeder der will, darf auch, aber keiner muss. Die-
ses Prinzip kann je nach zeitlichem Rahmen beliebig lange durchgefiihrt werden.
Das Ende der Ubung ist jedoch stets vergleichbar: Im Raum entsteht eine achsen-
symmetrische Anordnung des Mobiliars und sonstiger Gegenstdnde. Interessant ist
aullerdem, dass Einzelstiicke (z.B. der Miilleimer) meistens automatisch auf einer
Linie, der Symmetrieachse, abgelegt werden. Hierdurch wird ihre Bedeutung her-
vorgehoben.

Hintergriinde

Biihne und Rollen

Das Gruppenmitglied wird zum freiwilligen Protagonisten auf der Bithne. Nach ei-
ner gewissen Zeit gibt es eine Anndherung an die Achsensymmetrie, ohne dass der
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Die (geschaffene) Ordnung wird bespielt: Zwillingsspiegelung

Lehrer dies explizit fordert. Dieser nimmt lediglich die Rolle des Schiedsrichters ein
und kontrolliert den Verlauf der Ubung, ist aber dabei nie aktiver Protagonist.

Symmetrie entsteht aus dem dsthetischen Verstandnis aller

Der Schiiler macht Erfahrungen mit der Symmetrie, ohne sich dessen bewusst zu sein.
Die Anordnung im Raum néhert sich schrittweise der Achsensymmetrie an, da diese
als ordentlich empfunden wird. Die Symmetrie wird also nicht an die Schiiler heran-
getragen, sondern entsteht sozusagen aus ihrem &sthetischen Verstdndnis heraus.

Symmetrie als Ordnung - erster Grenzwertprozess

Die Ubung konnte beliebig oft fortgefiihrt werden, da die Bithne immer noch ordent-
licher gestaltet werden kann. Hierbei erfahrt die Gruppe den nie endenden Prozess
hin zu vollkommener Ordnung bzw. Symmetrie.

3.2 Die (geschaffene) Ordnung wird bespielt:
Zwillingsspiegelung

Armin Hartmann

Nachdem der Raum achsensymmetrisch gestaltet ist, wird dieser bespielt. Symme-
trie wird in Bewegung erfahren.

Konkrete Umsetzung

Wihrend der folgenden Ubungen wird nicht gesprochen, um die Asthetik des Vor-
gangs zu schiitzen. Jeder Schiiler sucht sich in der Klasse einen Mitschiiler, der ihm
in moglichst vielen dueren Merkmalen dhnelt, wie Grof3e, Statur, Haarfarbe, Klei-
dung, Gesichtsform usw. Zusammen bilden sie ein sogenanntes Zwillingspaar. Im
Raum wird eine Spiegelachse (z.B. eine Deckenlampe oder eine verldngerte Tisch-
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kante) festgelegt. Die entstandenen Paare ordnen sich nun symmetrisch zur Achse
im Raum an. Es steht ihnen frei, welche Position oder Haltung sie im Raum einneh-
men, solange sie die Symmetrie aufrecht erhalten. Dabei kann auch auf einzelne De-
tails geachtet werden, z.B. ob sie die Uhr am gleichen Arm tragen.

Nun versuchen beide Partner, sich synchron zu bewegen. Im Zuge dessen ist Kklar,
dass einer der beiden oder beide als Initiator einer Bewegung fungieren. Allerdings miis-
sen sie auch gleichzeitig darauf achten, die Bewegung des Anderen exakt nachzuah-
men. Dies gelingt am besten, wenn die Ubung im ,,Schneckentempo® ausgefiihrt wird.

Zu guter Letzt konnen beide symmetrisch zueinander ein Hindernis (Tisch, Stuhl,
0.A.) iiberwinden. Hierzu ist es gut, den Schiilern ein Zeitlimit zu setzen um die
Ubung nicht zu lange auszudehnen. Interessant wird es auch, wenn ein Paar ver-
sucht die Spiegelachse zu {iberwinden. Sie miissen dann feststellen, dass dies nicht
funktioniert.

Erweiterung - Ein Bild fiir das Schulheft

Je nach Wunsch koénnen alle Schiiler in einer spiegelbildlichen Position verharren,
um ein Schlussbild (evtl. als Klassenfoto oder als Foto im Schulheft) zu schief3en.
Dies ist eine gute Moglichkeit, etwas Haptisches und Personliches aus dem Unter-
richt mitzunehmen. Mit einem solchen Foto kénnen lebendige Erinnerungen ins
Heft eingeklebt werden.
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Symmetrie in der Gruppe: Geometrische Formen nachstellen

Hintergriinde

Die Symmetrie als Pidagoge

Durch die vorgegebenen Auswahlkriterien fiir den ,,Zwilling“ wird die Gefahr der
Ausgrenzung einzelner reduziert, da die Schiiler nicht nach Sympathie auswahlen.
Falls eine Person beim Auswahlverfahren {ibrig bleibt, bekommt sie eine Sonderstel-
lung: sie fungiert als eine Art Schiedsrichter, der die Genauigkeit der Spiegelnden
tiberpriift und korrigiert.

Beziehungsbildung

Ganz automatisch sucht jeder Schiiler bei seinem Gegeniiber nach Unterschieden
und Gemeinsamkeiten mit sich selbst. Durch das gemeinsame Erleben der Bewegung
wird héufig der Spiegelpartner noch einmal ganz anders wahrgenommen.

3.3 Symmetrie in der Gruppe:
Geometrische Formen nachstellen

Barbara Sieger

Diese Methode zum Stellen von symmetrischen Figuren zeigt eine Moglichkeit auf,
die Arbeit im Team zu trainieren und gleichzeitig eine Schétziibung zu integrieren.

Konkrete Umsetzung

Die ganze Klasse bewegt sich frei im Raum. Der Lehrer kiindigt an, in welcher geo-
metrischen Form sich die Schiiler nach seinem Startsignal zusammenfinden sollen.
Sobald er das Kommando gibt, stellen sich die Schiiler in der vorgegebenen Figur
auf, ohne dabei verbal oder mit Hilfe von Handbewegungen miteinander zu kom-
munizieren. Méglich ist sowohl das Zusammenkommen in einfacheren, symmetri-
schen Formen, wie einem Kreis, einem Quadrat oder einem Rechteck, als auch in
schwieriger umzusetzenden Figuren, wie einem Fragezeichen. Je mehr Symmetrie-
achsen eine Form hat, desto einfacher ist es, sie nachzustellen.
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Schwerer wird es, wenn die Schiiler auf das Kommando des Lehrers hin stehen blei-
ben, die Augen schliefen und sich dann mit geschlossenen Augen in einem Kreis
aufstellen miissen. ,Blind“ und ohne verbale Kommunikation ist nur das Aufstellen
in einem Kreis, also der Form mit unendlich vielen Symmetrieachsen, gut moéglich.

Erweiterung

Férderung des Gruppengefiihls

Hat sich die Klasse in einem Kreis zusammengefunden, besteht die Moglichkeit, in
einem gemeinsamen Rhythmus zu atmen. Alle Personen im Kreis sollten hierfiir so
nah an ihrem Nachbarn stehen, dass sich ihre Schultern leicht beriihren. Die Grup-
pe schlief3t die Augen und jeder versucht, den Atemrhythmus seines Nachbarn zu
spiiren und sich diesem anzugleichen. Bei dieser Ubung sollte man sich sicher sein,
dass die Gruppe dafiir bereit ist und die Ubung annimmt.

Schétzen des Flacheninhalts

Eine weitere Moglichkeit die Situation zu nutzen, ist die Diskussion verschiedener
Eigenschaften der geometrischen Form, beispielsweise das Schitzen des Flachen-
inhalts. Das Schitzen funktioniert auf dieselbe Art und Weise, wie es im Abschnitt
,Platz schaffen“ beschrieben steht.

Hintergriinde
Teamtraining
Um sich in einer vorgegebenen Form aufstellen zu konnen, ist es wichtig, dass jeder
sich erst einmal klar macht, wie diese Form definiert ist. Da keine Kommunikation
erlaubt ist, muss jeder fiir sich seinen Platz in der Form finden und es wird verhin-
dert, dass einzelne das Kommando {ibernehmen und andere sich nur fiigen.

Das liickenlose Atmen ist eine Ubung zur Gruppenbildung. Lisst sich die Klasse
auf die Ubung ein, entsteht iiber die Synchronisation des Atmens in jedem einzel-
nen ein starkes Gefiihl der Zusammengehorigkeit mit den anderen.
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Punktsymmetrie als doppelte Achsensymmetrie

3.4 Punktsymmetrie als doppelte Achsensymmetrie
Daniela Pfeifer und Lisa Eberle
5% s

Konkrete Umsetzung

Vorbereitung: Schaffen einer geeigneten Lernumgebung

Die Schiiler stellen die Tische an die Seiten des Klassenzimmers und finden sich in
einem moglichst grofen Stuhlkreis zusammen. Innerhalb des Stuhlkreises soll Ord-
nung sein, dafiir bringt jeder etwas von den stérenden Gegenstdnden weg, bzw. den
Abfall auf dem Boden zum Miilleimer..

Phase1
Punktspiegelung durch mehrfache Achsenspiegelung
Der Lehrer erzeugt mit Klebeband ein gro-
Bes Kreuz auf den Boden. Ein Schiiler stellt \ ||||
sich in einer asymmetrischen Haltung (z. B. '
Hand an die Nase) in einen Quadranten (I)
des auf dem Boden aufgeklebten Kreuzes.
Ein weiterer Schiiler stellt sich in einen be-
nachbarten Quadranten (II) und versucht
den ersten zu spiegeln. Nach dem Zug-um-
Zug Prinzip? diirfen die Mitschiiler nachei-
nander Fehler korrigieren.

9 Zug-um-Zug Prinzip, d.h. einer nach dem anderen
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Eine weitere Person stellt sich in Quadrant (III) und versucht den Schiiler aus Qua-
drant (II) zu spiegeln. Derjenige in Quadrant (I) soll sich nun langsam bewegen. Die-
jenigen in den anderen Quadranten probieren dazu ein Spiegelbild darzustellen, wo-
bei sich der vorgestellte Spiegel auf den Achsen befindet. Im nichsten Schritt wird
der Schiiler aus Quadrant (II) entfernt und der dritte versucht erneut sich symme-
trisch zum ersten zu bewegen. Diese Bewegung ist punktsymmetrisch zum ersten
Schiiler und somit wird deutlich, dass man durch Spiegelung an zwei Achsen, wel-
che senkrecht aufeinander stehen, Punktspiegelung erhiit.

Phase 2

Fehlerspiel

Es werden vier bis fiinf Schiilerpaare gebildet. Jedes Paar ordnet sich punktsymme-
trisch zur Kreuzmitte an. Die Mitschiiler diirfen nach dem Zug-um-Zug-Prinzip Feh-
ler korrigieren.
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Im néchsten Schritt schlielfen die Mitschiiler die Augen und der Lehrer baut zwei
Fehler ein. Wer einen Fehler findet, steht auf und korrigiert diesen. Bei Zustimmung
applaudieren die Mitschiiler.

Phase 3

Weiterfiihrung in der Oberstufe

In der Oberstufe kann die Erkenntnis, dass die aufeinanderfolgende Spiegelung an
zwei zueinander senkrechten Achsen eine Punktspiegelung ergibt, auf folgende Wei-
se auch allgemein fiir Funktionen besprochen werden. Die Ubung wird hierbei zu-
néchst wie in Phase 1 durchgefiihrt. Anschliel3end zeichnet der Lehrer die Schiiler,
wie sie zu Beginn der Ubung zu dritt in dem auf dem Boden aufgeklebten Koordi-
natensystem standen, an die Tafel, wobei jeder Schiiler in einer anderen Farbe dar-
gestellt wird. Analog dazu wird eine Funktion f (z.B. f(x) = x2) an zwei senkrecht
aufeinander stehenden Achsen gespiegelt und diese ebenfalls jeweils entsprechend
eingefarbt. Zunachst wird die Funktion f im ersten Quadranten (siehe Grafik) an
der y-Achse gespiegelt. Man erhilt die Funktion f(-x). Diese wird wiederum an der
x-Achse gespiegelt und man erhélt die Funktion -f(-x). Der Zusammenhang, dass
fiir achsensymmetrische Funktionen f(—x) = f(x) gilt, sowie fiir punktsymmetrische
Funktionen f(-x) = - f(x), wird somit verdeutlicht. Diese Ubung mit dem zugehérigen
Tafelaufschrieb (Grafik) ist nach dem E-I-S-Prinzip von Bruner aufgebaut. Es wer-
den also alle drei Darstellungsebenen erfasst: enaktiv (handelnd), ikonisch (bild-
lich) und symbolisch (formal).

x—} f{-x) x— fi{x)

33



Geometrie

Symmetrie

%




Geometrie

Punktsymmetrie als doppelte Achsensymmetrie

Hintergriinde

Vorbereitung

Die Bedeutung der Biihne

Die meisten Klassenzimmer sind schmutzig. Alles, was auf dem Boden liegt, wird in
die Ubung mit einbezogen, denn nach dem gestaltpsychologischen Gesetz der Nihe
werden alle nahe beieinander liegenden Gegenstidnde als zusammengehorig emp-
funden. Deshalb muss zunéchst alles, was ablenken konnte, entfernt werden. Hier-
bei muss jeder, inklusive Lehrer, sich beteiligen, da jeder gleichermaf3en fiir die Lern-
umgebung verantwortlich ist. Auf diese Weise kommt die Wertschétzung der Biihne
zur Geltung.

Phase 1

Geodreieck als Helfer

Durch die Korrekturen der Mitschiiler wird die Spiegelung immer genauer. Sollten
die Schiiler zur genaueren Kontrolle ein Hilfsmittel einfordern, so bietet sich an, an
dieser Stelle das (Tafel-)Geodreieck einzufithren. Erst durch das Problem selbst, wel-
ches ein genaueres Messen erfordert, erhélt das Messinstrument seine Daseinsbe-
rechtigung. Das Instrument wird also nicht kiinstlich eingefiihrt, sondern von den
Schiilern selbst aus der Situation heraus eingefordert.

Warum iiber Achsensymmetrie zur Punktsymmetrie?

Da die Punktsymmetrie fiir Schiiler abstrakter ist als die Achsensymmetrie, ist es sinn-
voll, den ,,Umweg* iiber die zweifache Achsenspiegelung zu gehen. Achsensymme-
trie ist ein Phdnomen, welchem die Schiiler iiberall im Alltag auf natiirliche Weise
begegnen und welches dadurch intuitiver ist. Durch die zweifache Achsenspiegelung
ist es moglich Punktsymmetrie einzufiihren, ohne dass dies den Schiilern zunéchst
bewusst ist. Somit konnen die Schiiler selbstentdeckend lernen. Der zweite Schiiler
fungiert als Hilfestellung, da er das Zwischenbild visualisiert, welches sich der drit-
te Schiiler im zweiten Teil der Ubung vorstellt.

Phase 2

Fehler finden

Durch das Einbauen von Fehlern wird das Verstdndnis der Schiiler fiir Punktsym-
metrie abgefragt. Zudem konnen die Schiiler erkennen, dass es zwei Moglichkeiten
gibt, den eingebauten Fehler wieder zu korrigieren. Zum einen kann die Verande-
rung wieder an dem Schiiler riickgdngig gemacht werden, an dem sie urspriinglich
vollzogen wurde, zum anderen kann dies auch an seinem Spiegelbild passieren. In
beiden Féllen ist das Ergebnis dasselbe: die Spiegelpartner stehen sich wieder punkt-
symmetrisch gegeniiber.
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Applaus, Priiflinge und Priifer
Durch das Klatschen stimmen die Mitschiiler der Korrektur zu. Die Bestatigung er-
folgt dabei nicht durch den Lehrer, sondern durch die Klasse selbst.

Es findet somit ein Rollenwechsel fiir die Schiiler von Priiflingen zu Priifern statt.
Jeder muss sich also mit der Korrektur befassen und wird daher in das Geschehen
mit einbezogen. Dadurch werden vom Lehrer auch indirekt alle abgefragt, ohne dass
ein einzelner blof3gestellt wird. Das Klatschen stellt zudem eine Wertschitzung ge-
geniiber dem agierenden Schiiler dar. Die gemeinsame Bekraftigung starkt iiber-
dies die Gruppe.

Durch einen Wechsel der agierenden Gruppe wird jedem Schiiler gleichermalien
die Moglichkeit gegeben, sowohl die Rolle des Priifers, als auch die Rolle des Priif-
lings zu tibernehmen. Die Schiiler kénnen Punktsymmetrie dabei direkt durch eige-
nes Handeln erleben, als auch indirekt durch Korrektur der anderen einiiben.

Phase 3

Gesetz der Ahnlichkeit

Das Tafelbild ist nach dem gestaltpsychologischen Gesetz der Ahnlichkeit aufgebaut.
Der Schiiler in Quadrant I wird in der gleichen Farbe wie die Funktion fin Quadrant
I eingefarbt. Entsprechend werden dann auch die Schiiler und Funktionen in den
anderen Quadranten gleichfarbig eingezeichnet. Durch die gleichen Farben wird die
entsprechende Zugehorigkeit verdeutlicht, so dass die Ubertragung auf die forma-
le Mathematik leichter féllt.

E-I-S-Prinzip

Das E-I-S-Prinzip besagt, dass mathematische Zusammenhénge auf drei Darstel-
lungsebenen dargestellt werden sollten: enaktiv (handelnd), ikonisch (bildlich) und
symbolisch (formal). Bei dieser Ubung wird der Zusammenhang zwischen zweifa-
cher Achsenspiegelung zur Punktspiegelung zunéchst handelnd entdeckt (Schiiler
im aufgeklebten Koordinatensystem). Danach wird es von dem Lehrer ikonisch an
die Tafel gezeichnet (Parabeln im Koordinatensystem) und schlussendlich durch
die Zuordnungsvorschrift (symbolisch) erganzt. Durch die drei Ebenen konnen die
Schiiler den Sachverhalt besser verinnerlichen, da mehrere Wahrnehmungsebenen
angesprochen werden.
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3.5 Erste Schritte im Koordinatensystem
Daniela Pfeifer und Lisa Eberle

Das Koordinatensystem wird, angelehnt an das E-I-S-Prinzip von Bruner, handelnd
eingefiihrt.

Konkrete Umsetzung

Phase1

Handelndes Einfiihren des Koordinatensystems

Der Lehrer markiert mit Kreppband ein Koordinatensystem auf dem Boden. Die x-
und y-Achse reicht jeweils von - 5 bis + 5. Jeder Schiiler sucht sich einen ganzzah-
ligen Punkt aus und stellt sich dort in das Koordinatensystem. Die Blickrichtung ist
dabei die positive y-Richtung. Mit der linken Hand zeigt jeder Schiiler den x-Wert
seines Punktes an, mit der rechten Hand den y-Wert. Die Anzahl der gezeigten Fin-
ger entspricht der jeweiligen Zahl, wobei negative Zahlen nach unten gezeigt wer-
den. Die Schiiler vergleichen dabei ihre linke Hand mit den Schiilern vor und hin-
ter sich, ihre rechte Hand mit den Schiilern links und rechts von sich.
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Spiegelung an der ersten Winkelhalbierenden

Jetzt vertauschen die Schiiler die Zahlen ihrer Hinde und nehmen die neuen Koor-
dinaten ein. Diejenigen, welche im Punkt (a|b) standen, stellen sich daher nun an
den Punkt (b|a). Sie machen sich anhand der ortsfesten Schiiler Gedanken, inwie-
fern sich dies als Spiegelung begreifen lasst.

Darstellung und Benennung von Punkten im Koordinatensystem
In einer neuen Ubung stellt sich eine Person auf einen (ganzzahligen) Punkt des Ko-
ordinatensystems und zeigt dessen Koordinaten wieder mit seinen Fingern an.

y
\

/

Manuel y
/ﬁ . M, (-2/1)
L, A xa
+ I 7X

; X M,(3/-1)

Martina

handelnd (enaktiv) bildlich (ikonisch) formal (symbolisch)
Die drei Reprasentationsebenen werden durch das gestaltpsychologische Gesetz der
Gleichzeitigkeit in Beziehung gesetzt. Hier in der Abbildung wird zusétzlich das Ge-
setz der Ahnlichkeit mittels Farbcodierung verwendet.
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Phase 2

Schiiler entwerfen eine Aufgabe

Zur Weiterfithrung wird im Folgenden eine Aufgabe selbst entworfen, indem einige
Schiiler nacheinander je einen Punkt im Koordinatensystem einnehmen. Dabei wird
beginnend beim ersten Schiiler eine Schnur weitergereicht. Die Punkte, an welchen
sie sich befinden, werden an die Tafel geschrieben und mit dem Anfangsbuchstaben
ihres Namens benannt (gegebenenfalls mit Indizes). Als Hausaufgabe sollen diese
Punkte dann in ein Koordinatensystem gezeichnet und in der aufgeschriebenen Rei-
henfolge verbunden werden.

' ———

Hintergriinde

Phase1

Anzeigen der Koordinaten mit den Hinden

Das Anzeigen mit den Hédnden veranschaulicht den Schiilern, wo genau sie im Koor-
dinatensystem stehen sollen. Durch das Benutzen beider Hinde wird eine Differen-
zierung zwischen den beiden Achsen moglich. Der Vergleich der eigenen Koordina-
ten mit denen der anderen Schiiler ermoglicht es, sich selbst zu korrigieren. Jeder
hat die Moglichkeit zur Selbstkontrolle, ohne dass Einzelne abgefragt und unter Um-
standen blof3gestellt werden.

Erste Winkelhalbierende

Durch das Vertauschen der Koordinaten wird den Schiiler handelnd gezeigt, dass
dies der Spiegelung an der ersten Winkelhalbierenden entspricht. Dazu fordert der
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Lehrer die ortsfesten Schiiler auf, sich durch Strecken erkennen zu geben. Die Spie-
gelachse wird durch diese sehr anschaulich. Da hierbei sehr viel diskutiert werden
kann, bietet es sich an, diese Ubung vor einer Pause durchzufiihren.

Das E-I-S-Prinzip

Die obige Ubung geht auf das E-I-S-Prinzip von Bruner zuriick. Dabei werden die
drei Darstellungsebenen berticksichtigt. Ein Schiiler im Koordinatensystem (enak-
tiv) wird auf ein zweidimensionales Koordinatensystem (ikonisch) iibertragen und
dessen Koordinaten (symbolisch) formal beschrieben. Durch die drei Darstellungs-
ebenen werden mehrere Wahrnehmungsebenen angeregt und somit die Aufnahme-
fahigkeit der Schiiler verbessert.

Benennung der Punkte

Durch das Benennen der Punkte mit den Anfangsbuchstaben der jeweiligen Schiiler
wird ein personlicher Bezug zum formalen Aufschrieb hergestellt. Sollten Verschie-
dene den gleichen Anfangsbuchstaben haben, bietet sich die Einfithrung von Indizes
auf natiirliche Weise an. Der Nutzen von Indizes wird den Schiilern intuitiv bewusst.

Phase 2

Selbstentwurf von Aufgaben

Durch das Selbstentwerfen von Aufgaben erhalten die Schiiler einen personlichen
Bezug zur Aufgabe. Die Identifizierung eines Punktes mit einem Mitschiiler, sowie
der Selbstentwurf der entstandenen Figur, verstarkt dies noch. Die Aufgabe wurde
dabei nicht , kiinstlich“ erzeugt, sondern von den Schiilern selbst gestaltet. Das Uber-
tragen der Koordinatenpunkte kann selbst {iberpriift und gegebenenfalls korrigiert
werden, da die Figur, welche beim Verbinden der Punkte in der vorgegebenen Rei-
henfolge entsteht, bereits bekannt ist.
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4 Geometrie der Flache

4.1 Einfiihrung in die Kongruenz
Vanessa Hofmann und Melanie Marianek

Phase 1: Uber eine optische Tiuschung wird Deckungsgleichheit eingefiihrt
Konkrete Umsetzung
Der Lehrer heftet drei identische Figuren nebeneinander an die Tafel und numme-
riert diese anschliel3end. Die Schiiler entscheiden, welche der Figuren die grof3te ist
und geben ihre Antwort nonverbal durch Anzeigen mit den Fingern. Anschliefend
geben sie mit den Fingern an, wie sicher sie sich mit ihrer Antwort sind - ein Finger
entspricht zehn Prozent.

Zur Uberpriifung werden die drei Figuren iibereinander gelegt.

32 i 3

Der Vorteil der Trapeze besteht darin, dass sie sich leicht mit Hilfe einer Schneide-
maschine anfertigen lassen.

41



Geometrie

Geometrie der Flache

Hintergriinde

Deckungsgleichheit und Tduschungseffekt

Die Schiiler werden durch den Effekt der optischen Tauschung darauf sensibilisiert,
dass ein blof3es Hinsehen alleine nicht ausreicht, um Deckungsgleichheit zu zeigen -
es muss Mal® genommen werden. Die optische Tauschung sorgt so fiir einen interes-
santen Einstieg in das neue Thema.

Phase2: Im Baumarkt - Was braucht es zur Deckungsgleichheit?

Konkrete Umsetzung

Zwei Schiiler befinden sich moglichst weit voneinander entfernt im Klassenzimmer -
der eine befindet sich ,im Baumarkt“, der andere ist ,,zu Hause“. Beide bekommen
jeweils einen Zollstock und ein Dreieck aus Papier, welche sich geringfiigig unter-
scheiden. Die Dreiecke stellen Fliesen dar. Im Baumarkt sollen weitere Flie3en des
Typs von ,,zu Hause“ gekauft werden. Hierzu muss die Deckungsgleichheit iiberpriift
werden. Durch Zurufen im Raum wird ein Telefongespréch simuliert.

Im nichsten Durchgang werden zwei identische Dreiecke verwendet. Jedoch wur-
de von einem eine Ecke abgerissen. Dieses Dreieck stellt eine kaputte Fliese von ,,zu
Hause“ dar.

Die Schiiler benétigen in der Ubung zum Winkelmessen auch ein Geodreieck. Auf
diese Idee sollen sie allerdings selbst kommen.

Hintergriinde

Kongruenzsitze

Schiiler erarbeiten selbststandig die Kongruenzsitze (moglicherweise sss und wsw).
Hierbei erortern sie in der Gruppe, ob die Informationen bisher ausreichend sind,
um Deckungsgleichheit zu garantieren, beziehungsweise ob zu viele Informationen
ausgetauscht worden sind.

Lernumgebung schafft eine reale Situation
Durch die Lernumgebung werden die Kongruenzsatze nicht ,,von aulsen“ aufgesetzt.
Vielmehr wird durch die gespielte Situation ihre Notwendigkeit ersichtlich.

Verwendung von Materialien am Beispiel Geodreieck
Die Schiiler stellen selbst fest, dass die vorhandenen Materialien nicht ausreichen.
Sie benotigen zusétzliche Hilfsmittel — in diesem Fall ein Geodreieck.

Formalitdt

Zum Vergleich der Informationen sind Zahlen nétig — die Deckungsgleichheit wird
formal erfasst.
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4.2 Zentrische Streckung und das eigene Spiegelbild

Lena Brinkmann, Melanie Haas und Daniel Kilchling

Anhand des Spiegelbilds wird die zentrische Streckung eingefiihrt.

Konkrete Umsetzung

Jede Farbgruppe bestimmt einen Materialwart, welcher einen Spiegel, einen ab-
waschbaren Stift und ein Papiertuch fiir die Gruppe besorgt. Zwei Schiiler aus der
Farbgruppe halten den Spiegel an die Wand, sodass ein dritter darin sein Gesicht
sehen kann. Dieser schlie3t ein Auge und zeichnet die Konturen seines Gesichts auf
dem Spiegel nach.

AnschlieSend geht er mehrere Schritte zuriick — immer noch mit einem geschlosse-
nen Auge - um herauszufinden, ob sich sein Spiegelbild veréndert. Er stellt fest, dass
sein Gesicht immer noch exakt in den auf den Spiegel gezeichneten Umriss passt.
Nacheinander darf sich jeder aus der Farbgruppe spiegeln, um zu der oben genann-
ten Feststellung zu kommen. Im Anschluss soll das Phdnomen von den Schiilern
selbst erklart werden.
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Eine mdgliche Erkldarung

Ein Schiiler hélt einen Meterstab, der den Spiegel reprasentiert. Zwei weitere stellen
sich mit dem Blick zueinander in gleicher Entfernung von dem Meterstab auf. Da-
bei stellt einer den Menschen, der andere dessen Spiegelbild dar. Nun werden von
den Augen des Schiilers, der sich spiegelt, zwei Schniire gespannt. Die eine fiihrt
zum Kopf des Schiilers, der das Spiegelbild darstellt, die andere zu seinen Fiifsen
(vgl. Abbildung unten). Auf diese Weise lésst sich feststellen, wie grof3 der Spiegel
sein muss, damit man sich vollstdndig darin sieht. Markiert man nun beide Punkte,
an denen die Schniire den Meterstab schneiden und bewegen sich dann beide Schii-
ler gleichermalRen vom Spiegel weg, sieht man, dass die Schnittpunkte dieselben
bleiben. Die Aufstellung stellt eine zentrische Streckung mit Streckfaktor k = 2 dar.

Meterstab

Grafe des
Spiegels

Schiler, der Spiegelbild Schiler, der
reprasentiert sich spiegelt
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Hintergriinde

Mathematischer Alltagsbezug

Die Schiiler kénnen das mathematische Konzept der Ahnlichkeit konkret und aktiv
erleben. Zudem steckt in der haptischen Erklidrung nicht nur der Aspekt der Ahn-
lichkeit: anhand dieses Experimentes lassen sich auch die Strahlensétze anschaulich
einfithren oder wiederholen. Ebenso verhilt es sich mit der zentrischen Streckung,
die hier dargestellt wird.

Schiilerzentrierung und Rolle des Lehrers

Der Spiegel ist ein Alltagsgegenstand, den jeder hdufig benutzt. Dennoch sind sich
viele nicht im Klaren dariiber, dass die Grof3e des Spiegelbilds sich nicht mit zu- oder
abnehmender Entfernung dndert. Diese Feststellung kommt fiir die Schiiler iiberra-
schend, wodurch die intrinsische Motivation erhoht wird. Zudem koénnen sich die
Schiiler dadurch aktiv mit dem Thema beschéftigen, ohne dass die Lehrperson tiber-
haupt einen konkreten Arbeitsauftrag stellen muss.

Die Lehrperson tritt somit in den Hintergrund der Unterrichtsstunde, wird zum
Moderator und ist nicht mehr in der Rolle des Beschulenden. Dagegen riickt der Stoff
ins Zentrum der Unterrichtseinheit. Durch das Selbstnachzeichnen des eigenen Ge-
sichts entsteht der Anreiz, das Phdnomen verstehen und erklidren zu wollen. Damit
wird die Grundlage fiir eine aktive Beteiligung gelegt.

Im Idealfall sollte von den Schiilern selbst eine Losung des Problems kommen.
Ubernimmt die Lehrperson diese Rolle, besteht die Gefahr, dass die zuvor erreichte
Aktivitat wieder verloren geht. Die Lehrperson wiirde aus dem Hintergrund wieder
in den Mittelpunkt der Unterrichtsstunde riicken. Die erlauterte mogliche Erklarung
des Phanomens hat den Vorzug, dass die Schiiler sie handelnd erleben. Des Weite-
ren bietet sie sich zur Wiederholung am Anfang der nichsten Unterrichtsstunde an.

4.3 Zentrische Streckung Il

Carolin Heinrich, Christian Marschner und Corinna Lukas
Schiiler vergroBern auf dem Pausenhof eine Figur

Konkrete Umsetzung
Der Lehrer fiihrt an der Tafel die zentrische Streckung an einem Beispiel mit dem
Streckfaktor k = 2 durch. Anhand dieses Beispiels wird auch der Arbeitsauftrag er-
Klart:

Aufgabe der Schiiler ist es, in Kleingruppen auf dem Pausenhof eine Figur mit
farbiger Kreide aufzuzeichnen und diese um einen Streckfaktor k zu vergroRern.
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Als geometrische Hilfsmittel stehen den
Schiilern Schnur sowie ein Zollstock zur
Verfiigung.

Haben sie die Figur aufgezeichnet,
wird ein beliebiger Bildpunkt von einem
Gruppenmitglied bestimmt. Ein anderes
Gruppenmitglied wéhlt eine beliebige
Zahl zwischen 3 und 7,5 als Streckfak-
tor. Damit kann das Zentrum bestimmt,
und so die Figur gestreckt werden. Die Konstruktion und die Hilfslinien werden mit
weilder Kreide gezeichnet.

Nach Ablauf der Zeit trifft sich die Klasse im Kreis. Es wird besprochen, wie bei-
spielsweise der Streckfaktor anhand der Konstruktion durch Messen, beziehungswei-
se ,,Abschreiten“ der sich entsprechenden Lingen, in den Figuren ermittelt werden
kann. Wichtig ist hierbei, darauf hinzuweisen, dass die Strecken immer vom Streck-
zentrum aus abgeschritten werden miissen. Dies wird haufig von Schiilern missachtet.

Nun sollen die Schiiler in den Kleingruppen den Streckfaktor der jeweils ande-
ren Gruppen ermitteln.
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Hintergriinde

Lernumgebung im Freien

Das Verlegen des Unterrichts ins Freie ermdglicht das Wahrnehmen einer vollig neu-
en Lernumgebung gegeniiber dem Unterricht im Klassenzimmer.

Eine andere Art von Gruppenarbeit ist aufgrund der veranderten Akustik méglich.
Die Gruppen arbeiten unabhéngiger voneinander, da die jeweilige Gruppe nicht hort,
wie die anderen Gruppen bei der Aufgabe vorgehen.

Aufderdem wecken die Zeichnungen auch bei anderen Schiilern oder Passanten Inte-
resse. So konnen sie ihre neu erworbenen Erkenntnisse direkt an andere weitergeben.
Schiiler sind im Allgemeinen begeistert von Unterricht im Freien, da es eine schone
Abwechslung zum Schulalltag darstellt.

Zentrische Streckung haptisch erfahren
Die Konstruktion wird mit einem Erlebnis verbunden und bleibt so besser im Ge-
déchtnis. Durch das ,,Abschreiten® der Figuren durch die Schiiler wird das Messen
vom Streckzentrum aus auf kindsthetische Weise verinnerlicht. So wird einer haufi-
gen Fehlerquelle bei Schiilern entgegengewirkt.

Des Weiteren sorgen die grof3en Kreidezeichnungen auf dem Schulhof dafiir, dass
die Konstruktion besser im Gedéachtnis bleibt, da man noch mehrmals mit ihr in Kon-
takt kommt (z.B. auf dem Nachhauseweg).

4.4 Satz des Pythagoras

Lisa Otto, Hauke Lehmann und Michael Esser

Im Folgenden werden zwei Moglichkeiten fiir einen anschaulichen Beweis des Sat-
zes des Pythagoras vorgestellt.

Konkrete Umsetzung - Erster Beweis iiber Ahnlichkeit

Fiir diesen Beweis werden ein Din A4

Blatt und eine Schere benétigt. b
Die Schiiler bekommen zunéchst die

Aufgabe gestellt, ihr Din A4 Blatt in drei h

dhnliche Dreiecke zuzuschneiden, ohne p

dass am Ende ein Rest iibrig bleibt. a
An dieser Stelle ist zu zeigen, dass

diese Aufteilung auch wirklich drei &hn-

liche Dreiecke hervorbringt. Dazu ist zu q

zeigen, dass alle drei Dreiecke diesel- b //
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ben Winkel haben. Alle drei Dreiecke besitzen einen rechten Winkel, die restlichen

Winkel lassen sich nun einfach durch die Winkelsumme im Dreieck nachweisen.
Wenn man die Dreiecke der Grofse nach untereinander legt, lassen sich wegen

ihrer Ahnlichkeit die Strahlensitze anwen-

den. Folgende Sitze lassen sich iiber Ahn-

lichkeit herleiten: h q
=l

Kathetensdtze

% = % &b%=c-p

B h
d-Fed=cq
b

Satz des Pythagoras

b2=c-p a?=c-q

(nach Kathetensdtze)
———= a?+b%=c-q+c-p=c(g+p)=c?

Addition — b a

Exkurs £

Zusétzlich ergibt sich mit obiger Skizze auf einfache Weise der Hohensatz.

Hbéhensatz

T
Konkrete Umsetzung — Zweiter Beweis liber Fldcheninhalt
Fiir den alternativen Beweis ben6tigt man ne-
ben einer Schere zwei verschieden farbige,
quadratische und gleich grol3e Blétter. Die
Lehrkraft gibt zunéchst die Anweisung, ei-
nen der beiden Zettel wie in nebenstehender
Skizze zu zerschneiden. Der Schiiler hat da-
bei die Wahl der Streifenbreite. Legt man al-
les wie im Bild gezeigt, erkennt man bereits
den Beweis.

Es bleibt noch zu zeigen, dass das sicht-
bare Viereck des zweiten Zettels auch wirk-
lich ein Quadrat darstellt und somit den Fl&-
cheninhalt c? hat.
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Beweisidee:

Die vier Seiten des Vierecks sind per Kon-
struktion schon gleich lang. Die vier Innen-
winkel lassen sich leicht mit Hilfe von Win-
kelsummen und Nebenwinkeln bestimmen.
Dies bleibt dem Leser iiberlassen.

Hintergriinde

Haptischer Losungsweg

Die Schiiler kénnen beim zweiten Beweis
etwas anfassen und kénnen ihn selber mit-
gestalten.

Dariiber hinaus werden durch das Mate-
rial die einzelnen Beweisschritte anschau-
lich nachvollziehbar, wie zum Beispiel der
Winkelvergleich fiir die Ahnlichkeit der
Dreiecke.

Vergleich der beiden Beweise

Dieser zweite Beweis benotigt nur sehr wenig mathematisches Wissen und ist da-
her fiir die Schiiler vielleicht leichter verstandlich. Er braucht aber das Konzept des
Flacheninhaltes. Den ersten Teil dieses Beweises konnte man mit den Schiilern so-
gar ganz, ohne den im ersten Beweis benétigten Stoff durchgenommen zu haben,
durchfiihren.

Das Variable im Konkreten

Unser Gehirn braucht zum Lernen konkrete Beispiele. Im Fall des zweiten Beweises
werden solche durch die unterschiedliche Streifenbreite der beiden Nebensitzer ge-
liefert. Die Schiiler beobachten, dass der Beweis unabhéngig von der verwendeten
Breite funktioniert. So kénnen die Schiiler das Variable im Konkreten lernen.

4.5 Vom Parallelogramm zum Dreieck und Trapez
Sophia Sommer, Sarah Dietze und Norman Dold

Der folgende Abschnitt soll eine Moglichkeit zur Einfithrung der Flacheninhalte von
Parallelogramm, Dreieck und Trapez aufzeigen. Dabei geht es vor allem um deren
Beziehung: Aus dem Parallelogramm entsteht das Dreieck und das Trapez. Es besteht
eine materielle Verwandtschaft, welche von den Schiilern entdeckt wird.
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Konkrete Umsetzung

Flicheninhalt des Parallelogramms

Die Schiiler kennen bereits den Flacheninhalt eines Rechtecks. Nun wird der Fla-
cheninhalt eines Parallelogramms bestimmt. Dazu zeichnet der Lehrer zwei Paral-
lelen an die Tafel, zwischen denen sich
drei unterschiedliche Parallelogramme
durch die Punkte p und g befinden. Ei-
nes davon ist ein Rechteck. (Tipp: We-
gen dem nachfolgenden Beweis werden
p und g im Abstand einer Biicherldnge
eingezeichnet.)

Ziel ist es nun, dass sie erkennen, dass
das Parallelogramm ein ,schiefes Recht-
eck® ist und damit denselben Flachenin-
halt hat. Sie werden also aufgefordert,
sich zu entscheiden, welches der drei Pa-
rallelogramme das groQte ist. Eine Moglichkeit, um die Gleichheit der Flécheninhal-
te zu beweisen, ist das Verschieben eines Biicherstapels!®. Dazu decken die Schiiler
die Flache mit einem Stapel aus ihren Mathebiichern auf einem Tisch vor der Ta-
fel ab. Dann werden die Biicher so verschoben, dass sie das Parallelogramm B iiber-
decken. Offensichtlich bleiben Hohe und Flacheninhalt gleich. Die Schiiler sehen so
direkt, dass die zwei Parallelogramme B und C den gleichen Flacheninhalt wie das
Rechteck haben, und es ergibt sich die Formel A=g - h.

Héaufig kommen die Schiiler auf eine
weitere Moglichkeit die Gleichheit der
Parallelogramme zu zeigen: durch Aus-
fiillen der unterschiedlichen Fldchen mit
Papierschablonen.

Vom Parallelogramm zum Dreieck

Der nichste Schritt ist der Ubergang zum
Flacheninhalt des Dreiecks. Dazu schnei-
den die Schiiler einen beliebig breiten,
parallelen Streifen ldngs einer Schul-
heftseite ab und leihen sich dann den
~4 Streifen des Partners als Schablone, um

10 Bildquelle: Kramer, Martin (2013): Mathematik als Abenteuer Band 1: Geometrie und Rechnen mit Gro-
Ren. Hallbergmoos: Aulis. S.41
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so ein Parallelogramm im oberen Drit-
tel ihres Streifens einzuzeichnen. Der
Rest des Streifens wird fiir spater aufbe-
wahrt. Dieses Vorgehen ist genau im Sin-
ne der Definition eines Parallelogramms.
Das Parallelogramm wird ausgeschnitten
und mittig von einer Ecke zur gegentiber-
liegenden durchschnitten. So entstehen
zwei Dreiecke. Wenn man eines der bei-
den umdreht, erkennt man, dass sie de-
ckungsgleich sind. Die Schiiler haben
nun also zwei gleichgrol3e Dreiecke in
der Hand, die aus einem Parallelogramm
entstanden sind, und konnen sich so so-
fort die Formel fiir deren Flacheninhalt
aus der des Parallelogramms herleiten.

A=3gh Aom2 g (| Rlles Rusallilisg

(=i g L ]

Vom Parallelogramm zum Trapez
Nun nehmen die Schiiler den iibriggebliebenen Streifen hervor, falten diesen einmal
in der Mitte und schneiden ihn beliebig zweimal quer durch. Es entstehen zwei gleich-
grofde Trapeze, die man zu einem Paral-
lelogramm aneinander legen kann. Nach-
dem die Schiiler die Seiten des Trapezes
beschriftet haben, konnen sie selbststin-
dig die Formel fiir dessen Fldcheninhalt
herleiten.

So erleben die Schiiler, wie das Dreieck und Trapez aus dem Parallelogramm her-
vorgehen und erkennen deren Verwandtschaftsbeziehung.

Hintergriinde

Material und Heftaufschrieb

Die Streifen, die die Schiiler zu Beginn aus dem eigenen Schulheft herausschnei-
den, haben unterschiedliche Breiten. Somit wird klar, dass die hergeleitete Formel
fiir beliebige Maf3e gilt. Gleichzeitig dient die verschmailerte Heftseite als Protokoll.
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Das Konstruieren eines Parallelogramms durch Schneiden und Zeichnen in Partner-
arbeit ist fiir das aktive Wissen der Schiiler ein deutlich besserer Grundstein als das
Konstruieren mit dem Geodreieck. Ebenso wertvoll ist es, wenn die Kinder an der
Tafel durch Ausprobieren und gemeinsame Diskussionen damit beginnen, mathe-
matische Beweise zu fiihren.

Die Formel - ein Geschenk

Ziel ist es, dass die Formel als Geschenk empfunden wird. Die Schiiler sollen verste-
hen, dass sie deutlicher, kiirzer und einfacher ist, als eine Ausformulierung der Be-
rechnung. Durch eigenstdandiges Ausprobieren entdecken sie die Formel selbst und
lassen sich auf sie ein. Sie werden iiber den Weg des Beschreibens an die Formel
herangefiihrt, damit sie den Sachverhalt dahinter verstehen und das stupide Aus-
wendiglernen tiberfliissig wird. Haptisches und bildhaftes Vorgehen bleibt nachhal-
tig im Kopf.

4.6 Bau eines Sextanten zur Bestimmung der Héhe
des Schulgebdudes

Laura Brose und Jessica Otawa

Die Hohe des Schulgebdudes wird mit Hilfe eines selbstgebauten Sextanten be-
stimmt. Voraussetzungen sind die Definitionen von Sinus, Kosinus und Tangens als
Seitenverhéltnisse im rechtwinkligen Dreieck.

Konkrete Umsetzung

Phase 1: Bau des Sextanten

In zuvor eingeteilten Gruppen (z.B. Farbgruppen) wird ein Sextant gebaut. Beno-
tigt werden ein Geodreieck, ein Strohhalm, ein Zollstock, Kreppband, Knete und ein
Haar. Jede Gruppe befestigt mit dem Klebeband ein langes Haar (schon anzusehen
ist, wenn Jungen ihre Mitschiilerinnen darum bitten) genau in der Mitte des Geo-
dreiecks, also auf der Null. Hierfiir wird ein Stiick des Haares auf die andere Seite des
Geodreiecks umgeklappt und nur dort
angeklebt (wie in der Abb.). Am lidnge-
ren Ende des Haares befestigen die Schii-
ler nun ein Stiick der Knete, das sie zu ei-
ner Kugel geformt haben, um das Haar
zu beschweren und somit ein Pendel ent-
stehen zu lassen. Jetzt bringen die Schii-
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ler den Strohhalm mit Klebeband entlang
der Hypotenuse an. Auch hier darf das
Haar nicht {iberklebt werden, damit es
frei pendeln kann. Schauen die Schiiler
durch den Strohhalm und fixieren dabei
den hochsten Punkt des Gebaudes, kon-
nen sie anhand des Haares den Winkel
ablesen, in dem sie zum Haus stehen.

Achtung: Verletzungsgefahr! Die
Spitze des Geodreiecks ist gefahrlich fiir
das Auge, deshalb muss die Spitze mit ei-
nem Finger abgedeckt werden!

Phase 2: Zwei mdgliche Aufgabenstellungen
Es ist moglich, die Aufgabenstellung auf zwei unterschiedliche Weisen zu formu-
lieren.

Fiir die leichtere Version zeichnet der
Lehrer die nebenstehende Skizze an die
Tafel und teilt den Schiilern mit, dass in
dieser Stunde die Hohe des Schulgebau-
des mittels des selbstgebauten Sextan-
ten und eines Zollstocks bestimmt wer-
den soll. In der interessanteren Version
diirfen die Schiiler zur Bestimmung der
Hohe nicht an das Schulgebidude heran-
treten. Dieser Umstand kann in eine Ge-
schichte verpackt werden: Das Haus ist
von einem Garten umgeben, der nicht be-
treten werden darf.

Daraufhin schreibt der Lehrer eine Uhrzeit an die Tafel, zu der die Schiiler fertig
sein sollen. Bei Ablauf der Zeit finden sich die Schiiler wieder im Klassenzimmer ein
und schreiben, unter Angabe ihrer Gruppe, ihr Ergebnis bevor sie sich wieder set-
zen an die Tafel.

Phase 3: Bestimmung der Gebdudehdéhe
In dieser Phase werden die Schiiler nun selber aktiv. Sie verlassen das Klassenzim-
mer, um die Aufgabe mit Hilfe des Sextanten und Zollstocks zu 16sen.

Der Lehrer bespricht schlussendlich mit den Schiilern die an der Tafel vermerkten
Ergebnisse und fragt nach den dafiir verwendeten Losungsansitzen.
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Eine mogliche Losung fiir die interessante Aufgabenstellung ist die folgende:

Gesucht: H=h+h
Es gilt: tan(a) = % = h=tan(a) 'x = x= an(a) *)
= h = *
tan(f) =5 = h=tan(3) - (x+d) )

(*) in (**) einsetzen:

h =tan(B) - (L d)

tan (o) *

54



Geometrie

Bau eines Sextanten zur Bestimmung der Hohe des Schulgebdudes

& h=tan(d) #@ +tan(d) - d
& h-tan(d) — r}ll(a) - tan(d) - d
tan(8) ) _ )
& h(l— tan(oz))_tan(ﬂ) d
_tan(p) - d
T
" tan(a)
Esist: H=h+h; (hy Korpergrolie)

Mégliche Erweiterungen
Im Anschluss an die Besprechung der Ergebnisse kann iiber folgende Punkte disku-
tiert werden.

(1) Streuung der Messwerte

Da es unterschiedliche Ergebnisse gibt, stellt sich die Frage, wie hoch das Gebdude
nun wirklich ist. Offensichtlich kennt niemand die exakte Hohe. Dennoch kann man
anhand der Streuung feststellen, wie gut eine Klasse gearbeitet hat. So stehen die
Messdaten 16,5 m, 19,0 m, 23,2 m, 13,0 m, 20,5 m fiir eine ungenauere Messmetho-
de als beispielsweise bei den Messdaten 19,2 m, 19,6 m, 19,3 m, 19,7 mund 18,9 m.

(2) Sinnvolle Messung

An welchem Ort sollen Winkel gemessen werden? Sicherlich ergibt es wenig Sinn,
den ersten Winkel in hundert Meter Entfernung und den zweiten in hundertundein
Metern Entfernung zu messen.

Alternative

Es ist moglich, diese Aufgabe auch offen, ohne weitere Angaben oder vorgegebene
Hilfsmittel zu stellen. Kinder einer fiinften Klasse beispielsweise kommen dabei auf
die unterschiedlichsten Ideen, wie man die Hohe bestimmt (z.B. mittels Schéitzen,
Messen der Stockwerkshohe oder der Treppenstufenhéhe, Gebdudepléne oder aber
Nachfragen beim Hausmeister!?).

11 Vgl. Kramer, Martin (2013): Mathematik als Abenteuer Band 1: Geometrie und Rechnen mit Grof3en.
Hallbergmoos: Aulis. S.224
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Den Schiilern soll dabei vor allem klargemacht werden, dass es viele unterschiedli-
che Arten gibt, zum Ziel zu gelangen. Um dies zu unterstreichen, bietet sich als Stun-
denabschluss folgende Anekdote an'?:

An der Universitdt Kopenhagen findet ein Physik-Examen statt. Der Kandidat soll
folgende Aufgabe losen: ,Beschreiben Sie, wie man die Hohe eines Wolkenkratzers
mithilfe eines Barometers feststellt.“

Ohne zu iiberlegen antwortet der Kandidat: ,Man bindet ein langes Stiick Schnur
an das Barometer, steigt auf das Dach des Gebdudes und ldsst das Barometer an der
Schnur zu Boden. Die Linge der Schnur plus die Linge des Barometers ergibt die Hohe
des Gebdudes. “ Emport tiber die Antwort, die kein physikalisches Wissen erkennen ldsst,
erkldren die Priifer den Kandidaten fiir durchgefallen und schicken ihn hinaus. Dieser
eilt daraufhin in das Biiro des Priifungsvorsitzenden und beschwert sich, weil die Ant-
wort doch zweifellos richtig gewesen sei. Der Beschwerde wird stattgegeben, der Vor-
stand fordert die Priifer auf, dem Kandidaten die Frage sofort erneut vorzulegen. Nun
antwortet der Priifling wie folgt:

,Ich habe noch fiinf weitere Losungen*:

1. Sie steigen mit dem Barometer auf das Dach, lassen es herunter fallen und messen
die Zeit t, die es braucht, um den Boden zu erreichen. Die Hohe H des Gebdudes kann
mit der Formel H=0,5gt2 berechnet werden. Allerdings wdre das Barometer dann ka-
putt.

2. Falls die Sonne scheint, kénnen Sie die Linge des Barometers messen, es dann hoch-
stellen und die Linge seines Schattens messen. Dann messen Sie die Ldnge des Schat-
tens des Wolkenkratzers, anschliefsend brauchen Sie nur noch anhand der propor-
tionalen Arithmetik die Hohe des Wolkenkratzers zu berechnen.

3. Oder, wenn der Wolkenkratzer eine aufSen angebrachte Feuertreppe besitzt, kénn-
ten Sie raufsteigen, die Hohe des Wolkenkratzers in Barometerlidngen abhaken und
oben zusammenzdhlen.

4. Wenn Sie aber blofs eine langweilige und orthodoxe Losung wiinschen, dann kénnen
Sie natiirlich das Barometer benutzen, um den Luftdruck auf dem Dach des Wolken-
kratzers und auf dem Grund zu messen und den Unterschied beziiglich der Millibar
umguwandeln, um die Hohe des Gebdudes zu berechnen.

5. Oder noch einfacher: Sie klopfen an die Tiir des Hausmeisters und sagen: ,,Wenn Sie
mir die Hohe des Wolkenkratzers nennen kénnen, gebe ich IThnen dafiir dieses scho-
ne Barometer.“

12 Zitiert nach: http://www.schulen.regensburg.de/ ~jsch510/Verschiedenes/Bohr/von_Niels_Borhr_ler-
nen.html (zuletzt aufgerufen am 07.06.12 um 18:17)
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Bei dem Priifling soll es sich um den spéteren Physik-Nobelpreistrédger Niels Bohr
handeln.

Hintergriinde
Binnendifferenzierung und Kompetenzen
Bei dieser Aufgabe ist es gut moglich, binnendifferenziert zu arbeiten, sodass leis-
tungsschwécheren Schiilern auch die Chance gegeben werden kann, selbstentde-
ckend zu lernen. Zum einen wihlt der Lehrer zwischen zwei Aufgabenstellungen
(leichtere oder interessantere), zum anderen bietet er Schiilern, die es wollen, Hil-
festellungen an. So stellt er den Schiilern frei, ob sie sofort nach drau3en gehen wol-
len, um eigene Ideen auszuprobieren, oder ob sie noch auf Losungshinweise warten.
Auflerdem wird durch die Gruppenarbeit niemand blof3gestellt und es gibt vie-
le Moglichkeiten sich individuell, seinen Kompetenzen entsprechend, in die Arbeit
einzubringen. Zum Beispiel kann ein Schiiler sich dadurch hervortun, dass er beson-
ders genau die Messwerte abliest, und ein anderer {ibernimmt das Umformen der
Gleichungen. Gleichzeitig bleibt dem Lehrer Zeit, Schiilern individuell zu helfen.

Reale Objekte

Das Vorstellungsverméogen fiir Grof3en realer Objekte wird trainiert. Schiiler lernen
Groflen einzuschétzen und zu bewerten, wie realistisch die errechneten Werte sind.
Auch wird ihnen bewusst, auf wie viele Stellen genau sie ihr Ergebnis angeben soll-
ten, damit es im gegebenen Kontext noch sinnvoll ist.

4.7 Innenwinkelsatz eines Dreiecks
Christina Korber

Uber Parkettierung wird der Innenwinkelsatz gefunden.

Zaubertrick und erste Vermutung
Konkrete Umsetzung
Jeder Schiiler schneidet ein eigenes Dreieck aus. Im nichsten Schritt fairben die Schii-
ler die Ecken ihres Dreiecks in unterschiedlicher Farbe ein. Danach werden die Ecken
des Dreiecks abgerissen und aneinander gelegt, so dass alle Spitzen aufeinander tref-
fen (vgl. Abb.2). Es gleicht einem Zauber: egal welche Grof3e oder welche Winkel
das Dreieck hat, stets ergibt sich ein Gesamtwinkel von 180 Grad.

Konnte es ein Dreieck geben, bei dem das nicht der Fall ist? Hier reichen natiir-
lich weitere Bespiele alleine nicht, es ist ein Beweis erforderlich.
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Abb. 1 Abb. 2

Beweis des Innenwinkelsatzes

Vorbereitung

Mit einer Papierschneidemaschine stellt der Lehrer fiir jede Schiilergruppe ca. 20 iden-
tische Dreiecke her. Jede Gruppe sollte eine andere Dreiecksform erhalten, damit klar
gestellt wird, dass folgende Beweisfiihrung nicht an der jeweils speziellen Form liegt.

Konkrete Umsetzung

Ist es moglich mit Dreiecken eine (unendliche) Flache zu parkettieren? Unabhén-
gig von deren speziellen Form? Es geht immer! Nachdem die Schiiler sich selbst an
der Parkettierung versucht haben, wird der konstruktive Beweis schrittweise aufge-
schrieben:

Zwei Dreiecke lassen sich stets zu einem Parallelo-
gramm zusammenlegen. Hierzu wird ein Dreieck
um 180° gedreht.

Parallelogramme kénnen zu einem unendlich
langen Streifen aneinandergereiht werden.

Mit unendlich vielen Streifen ldsst sich abschlie-
fend die gesamte Ebene parkettieren.
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Beweis des Satzes

Mithilfe der Parkettierung lasst sich leicht
zeigen, dass die Innenwinkel eines Drei-
ecks 180° ergeben. Hierzu werden die
Ecken, wie bereits beim oben beschrie-
benen Zaubertrick, eingefarbt.

Die Winkelsumme im Vollkreis betrigt
360 Grad. Es gilt:

a* B+t atf4y=2- (a+[+7) =360°
= a+ [F+vy=180°.

Bemerkung

Dreieck als halbes Parallelogramm

Die Ubung wiederholt implizit Flichenberechnungen am Dreieck. Vgl. auch den Ab-
schnitt iiber die Herleitung der Formel fiir den Flacheninhalt eines Dreiecks als hal-
bes Parallelogramm.

Parkettierungen im Unterricht
Das Thema Parkettierungen kann im Unterricht tiefer untersucht werden. Interes-
sant sind platonische und archimedische Parkettierungen.'?

13 Vgl. Martin Kramer, Mathematik als Abenteuer, Bd. 1, Aulis Verlag 2013, S. 79 ff

59



Geometrie

Kreis

5 Kreis

5.1 Einfiihrung der Zahl 7

Dominik Schomas

T

Die Zahl 7 wird iiber den konstanten Quotienten % = Fd = 7 eingefiihrt.
Der Umfang u sowie der Durchmesser d werden von den Schiilern experimentell be-
stimmt und zusammen mit % in einer Tabelle an der Tafel eingetragen.

Konkrete Umsetzung

Die Einfithrung findet an der Tafel statt, wihrend die eigentliche Aufgabe in Grup-
penarbeit behandelt wird. An der Tafel fiihrt der Lehrer das Verfahren am Beispiel
des Quadrates vor. Dessen Durchmesser ist hierbei wie im Bild dargestellt definiert.

u
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Zentral ist, dass das Verhéltnis % kon-
stant ist, ansonsten ergibt die folgende
Ubung, bei der das entsprechende Ver-
haltnis am Kreis bestimmt wird, keinen
Sinn. Fiir den Leser ist die Konstanz Von%
z.B. aufgrund der Strahlensatze klar.

Arbeitsauftrag

Unter einer Zeitvorgabe versuchen die
Schiiler in Gruppen% anhand eines kreis-
formigen Gegenstands zu bestimmen.
Als Ausriistung erhélt jede Gruppe ge-
niigend Schnur sowie einen Zollstock,
wobei weitere Hilfsmittel ausdriicklich
erlaubt sind.
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Die Schiiler suchen selbststdndig im Schulgebdude nach kreisférmigen Gegenstan-
den, an denen sie durch die Messung des Umfangs und Durchmessers den Quotien-
ten % ausrechnen. Die Ergebnisse werden in einer Tabelle an der Tafel gesammelt.
Wihrend des gesamten Vorganges wird noch nicht erwihnt, dass hierdurch 7 be-

stimmt wird.

Nach dem Zusammentragen der Ergebnisse der einzelnen Gruppen wird auf das
sich abzeichnende Zahlenverhaltnis eingegangen.

Zum Abschluss der Ubung wird das Ergebnis mit dem Quotienten des Quadrates
verglichen. Wie zu erwarten war, ist das Verhéltnis beim Kreis (3,14 ...) etwas klei-
ner als beim Quadrat, bei dem dieses vier betrdgt. Niemand kennt das Verhaltnis
exakt, wir schrieben dafir .

Tipps zur Durchfiihrung

Um die Motivation zu erhéhen kann man Belohnungen (z.B. Gummibéarchen) fiir
jede richtige Nachkommastelle von 7 verteilen. Dies verstiarkt das Bestreben, mog-
lichst genau und sorgfaltig zu arbeiten und Methoden zu entwickeln, welche den
Messfehler moglichst gering halten (z. B. groRere Gegenstdnde vermessen oder den
Gegenstand mehrfach mit Schnur umwickeln).

Hintergriinde

Das Zentrale dieser Einfiihrung ist, dass die Schiiler hier selbst die Zahl = anhand
beliebiger kreisformiger Gegenstdnde bestimmen. Durch die freie Wahl der Gegen-
stande wird verdeutlicht, dass = nicht von der Gré3e des Kreises abhéngt.
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Obwohl das Verhéltnis konstruktiv bestimmt worden ist, kennt niemand den exak-
ten Wert.

Durch den Ansporn, genau zu messen, werden die Schiiler zu sorgféltigem und ge-
plantem Arbeiten bewegt. Dies fithrt zu einer ersten Auseinandersetzung mit Mess-
fehlern und deren Bedeutung. Diese Uberlegungen sind fachiibergreifend wertvoll,
wie z.B. in den Fachern Physik und Chemie.

Messfehler

Um eine moglichst exakte Ndherung von 7 zu bekommen, muss man versuchen die
Messfehler moglichst gering zu halten. Dazu gibt es einige einfache Dinge zu be-
riicksichtigen:

Zuerst gilt, dass eine dicke Schnur zu einem ungenauen Ergebnis fiihrt, da die Seite
der Schnur, die direkt am Gegenstand anliegt den Umfang korrekt angibt. Legt man
die Schnur aber gerade hin und misst mit dem Metermal? die entsprechende Lan-
ge, so misst man den Umfang des Kreises mit dem Durchmesser d” = d + dg,,r- AUS
dieser Gleichung folgt sofort, dass mit diinneren
Schniiren das Ergebnis besser wird.

Man kann den Messfehler gering halten, in-
dem man grof3e Gegenstdnde vermisst. Dies ver-
ringert nicht nur den relativen Fehler, sondern
auch den systematischen Fehler (oben beschrie-
ben). In der obigen Formel sieht man dies, da d
+ dgnur-= d falls d geniigend grof ist.

Eine andere Methode den relativen Fehler zu
verringern, ist den Gegenstand mehrfach zu um-
wickeln und die Linge der gebrauchten Schnur
am Ende durch die Anzahl der Umwicklungen
zu teilen.

5.2 Vom Umfang zum Flacheninhalt eines Kreises
Claudia Roosen

Die Schiiler erfahren anhand einer Pizza, wie sich die Formel fiir den Flacheninhalt
eines Kreises aus seinem Umfang herleiten lasst.

Konkrete Umsetzung

Der Lehrer bestellt vor der Unterrichtsstunde eine Pizza bei einem Lieferdienst,
der diese zu einem bestimmten Zeitpunkt in das Klassenzimmer bringt. Nachdem
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die Schiiler gefragt wurden, wer am Schluss ein Stiick von der Pizza haben mdoch-
te, zerteilt der Lehrer die Pizza in entsprechend viele, gleich grol3e Kreisausschnit-
te. Diese legt er unter Mithilfe der Schiiler so nebeneinander, dass sich eine zur Piz-
zakreisscheibe flachengleiche Figur ergibt, die einem Rechteck dhnelt. Durch diese
Anordnung erkennen die Schiiler, dass die Breite des Rechtecks ungefédhr dem Ra-
dius des Kreises entspricht, sowie die Linge dem halben Kreisumfang.

Fiir den Fliacheninhalt des Kreises ergibt sich somit die Formel:
A = Linge - Breite = r - r = 7ir?

+ 27r

i
t
1
LN

Hintergriinde

Pizzalieferung in den Mathematikunterricht

Die Grundidee dieser Herleitung zur Berechnung des Flidcheninhaltes eines Kreises
ist allgemein bekannt. Der didaktische und padagogische Vorteil dieser Vorgehens-
weise gegeniiber einem gewohnlichen Tafelbild besteht darin, dass sich das einmali-
ge Erlebnis, dass der Lieferdienst die Pizza bis in das Klassenzimmer bringt, tief ein-
prégt. Der Pizzaservice im Klassenzimmer ist hochst ungewohnlich. Und wenn die
Schiiler zu Hause am Esstisch, wo eigentlich die Pizza hingehort, davon erzéhlen,
berichten sie gleichzeitig vom Mathematikunterricht. So wird der ein oder andere
Elternteil die Frage stellen: ,Warum esst ihr Pizza im Matheunterricht?“
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Da die nebeneinander gelegten Pizzastiicke nicht direkt ein Rechteck ergeben, wird
von den Schiilern ein Vorstellungsvermogen gefordert. Wenn die Schiiler verstan-
den haben, dass sich die aus den Pizzastiicken zusammengelegte Figur durch Erho-
hung der Anzahl der Kreisausschnitte immer mehr einem Rechteck annéhert, kon-
nen sie die Formel fiir den Flacheninhalt eines Kreises herleiten und haben dabei
einen Grenzwertprozess nachvollzogen.

5.3 Berechnung des Kreisbogens und des Flacheninhalts
eines Kreisstiicks

Simon Steiert

Ziel ist die Einfithrung der Berechnung des Kreisbogens und des Flacheninhalts ei-
nes Kreisstiicks. Voraussetzung fiir diese Aufgabe ist die Kenntnis {iber die Berech-
nung des Umfangs und des Flacheninhalts eines Kreises mit bekanntem Radius.

Konkrete Umsetzung

Der Lehrer fragt die Schiiler, wer ein
Stiick Pizza haben méchte. Anschliefsend
zerschneidet er die Pizza in genauso vie-
le Stiicke, wie sich Schiiler gemeldet ha-
ben. Danach stellt er den Schiilern die
Frage nach der Grof3e des Flacheninhalts
und der Lange des Kreisbogens eines Piz-
zastiickes. Sie {iberlegen selbst, welche
Daten zur Berechnung der geforderten
GrofSen von Noten sind. Nach der Berech-
nung wird gegessen.

Hintergriinde

Haptische Herleitung

Durch die Zerteilung der Pizza in gleich grof3e Stiicke soll dem Schiiler klar gemacht
werden, dass er einen gewissen Anteil vom Ganzen bekommen wird. Mit den Kennt-
nissen aus dem Bereich der Bruchrechnung wird der Schiiler verstehen, dass man
den Umfang und Flacheninhalt der ganzen Pizza durch die Anzahl der Pizzastiicke
teilen muss, um auf den korrekten Wert des Flacheninhalts und der Linge des Kreis-
bogens eines Pizzastiickes zu kommen.
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Visuelle und haptische Erfahrung von Gréf3enverhdltnissen

Durch die Berechnung des Kreisbogens und Flacheninhalts eines konkreten Objek-
tes, das sowohl haptisch, als auch visuell vorliegt, bekommen die Schiiler einen Ein-
druck von den Gro3enverhéltnissen im Kreis. Sie erfahren, wie viel Quadratzentime-
ter Pizza sie zu sich nehmen. Somit bekommt der berechnete Wert des Flacheninhalts
des Pizzastiickes eine konkrete mengenhafte Bedeutung.

5.4 Oberfliche eines Kegels

Kristina Weber und Yannick Sulz

Hinter einer scheinbar einfachen Aufgabenstellung verbirgt sich eine mégliche Hin-
fiihrung zur Oberfldche eines Kegels.

Konkrete Umsetzung
Aufgabenstellung

Fiir diese Ubung finden sich die Schiiler
in ihren Farbgruppen zusammen. Nun
stellt der Lehrer den Gruppen den Auf-
trag, aus einem DIN-A4 Blatt einen Ke-
gel zu bauen. Hierfiir gibt er den Radius
der Kegelgrundflache mitr=6c¢m und die
Hohe des Kegels mit h = 7cm vor. Auller-
dem wird ein Zeitfenster von ca. 20 Mi-
nuten angegeben. Hilfsmittel sind Klebe-
stifte, Scheren und Zirkel.
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Erweiterter Arbeitsauftrag
Jede Farbgruppe schreibt anschlieend auf ihren Kegel
die von ihr errechnete Oberflichengrolie des Kegels.

h S
Lésungsvorschlag
Fiir die Mantellinie s gilt:

52=h2+r2=72+62:>559,21

Der Kreis mit dem Radius s kann jetzt mit Hilfe des Zirkels gezeichnet werden. Um
den Kegelmantel anzufertigen, benotigt man offensichtlich die Bogenldnge b des
Kreisausschnittes.

-—a_ _360°-b
b=360° 2™ = a= "o
Da b auch der Umfang des Kreises ist, gilt: b = 27r
Eingesetzt ergibt sich:

S

o - 360° 271 _360° -1

s L ~234,2°

Alle notigen Grofden fiir den Bau des Kegelmantels sind jetzt bekannt. Fiir die erwei-

terte Aufgabenstellung muss O = M + G berechnet werden.

Daaus a= 36030 L folgt: ﬁ) =§ gilt:

-
0= 3600‘52'7T+T2‘7T=§'52'7T+T27T=T“S'7T+T'27T:7TT'(S+T‘)

(Fiir den Mantel gilt: M = 7ir's )
Fiir r = 6¢cm und h = 7 cm ergibt sich somit eine Oberflache O = 441 cm?.

Hintergriinde

Der Lehrer hat den Schiilern eine scheinbar einfache Aufgabe gestellt: Es soll ein Ke-
gel gebastelt werden. Im Laufe der Bastelphase stofden die Schiiler auf einige Hiir-
den. Die erste Hiirde wird darin bestehen, zu bestimmen wie grof$ der Zirkel einge-
stellt werden muss. Diese Linge s wird mit dem Satz des Pythagoras bestimmt. Des
Weiteren muss der Winkel berechnet werden, mit welchem geschnitten wird. Durch
das Losen eines einfachen Problems werden die Schiiler mit erh6htem Ehrgeiz und
Motivation versuchen, weitere anfallende Probleme zu bearbeiten. Der leichte Ein-
stieg fordert die Motivation der Schiiler, auch an weiterfiihrende Uberlegungen he-
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ran zu gehen. Bei dieser Ubung steht eine konkrete Aufgabe im Vordergrund, anhand
dessen die Schiiler spater die allgemeine Herleitung erarbeiten. Fiir die Schiiler ist
es somit leichter, Bereitschaft fiir den nachfolgenden Beweis zu zeigen und ihm zu
folgen. Die gebauten Kegel werden zur allgemeinen Betrachtung gesammelt, wo-
durch der Ehrgeiz erhoht wird, moglichst gute Resultate abzuliefern. Beim gemein-
samen Vergleichen der errechneten Oberfldchen kann das Thema Rundungen an-
geschnitten werden.
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6 Geometrie des Raumes

6.1 Erste Begegnung mit den Arbeitsmaterialien
Nicolas Miiller, Julia Losle und Alexander Mersch

In diesem Abschnitt wird eine Moglichkeit aufgezeigt, wie Arbeitsmaterialien ein-
gefiihrt werden kénnen. Die Idee der folgenden Ubung ist, dass dem Material selbst
Aufmerksamkeit geschenkt wird und so die Achtung und die Wertschédtzung ihm ge-
geniiber steigen.
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Konkrete Umsetzung

Alle Gegenstidnde werden vom Tisch entfernt. Danach teilt der Lehrer den Schiilern
mit, dass sie gleich Gegenstinde erhalten werden. Die Schiiler legen ihre Hande in
Form einer Schale vor sich auf den Tisch und schliefen ihre Augen. Daraufhin geht
der Lehrer durch die Reihen und teilt ihnen die Gegenstinde aus. Diese werden mit
geschlossenen Augen ertastet. Erst wenn sie zu wissen glauben, um was es sich han-
delt, 6ffnen sie die Augen. Aullerdem sollen sie sich Gedanken dariiber machen,
wozu man diese Gegenstidnde gebrauchen konnte.

Hintergriinde

Im Zentrum dieser Ubung stehen das Arbeitsmaterial und die Wertschiitzung, die
der Schiiler dem Material entgegenbringt. Erhalten sie es wie {iblich vom Lehrer, ge-
niigt ein Blick und das Arbeitsmaterial wird erkannt, kategorisiert und ist nichts Be-
sonderes mehr. Wird das Material aber durch die oben dargestellte Methode einge-
fiihrt, stellen sich folgende Effekte ein:

Spannungs- und Erwartungshaltung

Fiir die Schiiler stellt sich sofort die Frage: Was teilt uns der Lehrer aus? Und wa-
rum auf eine so ungewohnliche Art? Dadurch erreicht der Lehrer, unabhingig von
dem ausgeteilten, ein gewisses , Startkapital“ an Schiilerinteresse. Die Schiiler wer-
den sich mindestens so lange mit dem Material beschiftigen, bis sie zu wissen glau-
ben, was sie in den Hianden halten.

Zusammenhang zwischen den Gegenstdanden

Hat der Schiiler mehrere Gegenstédnde in der Hand, macht er sich zahlreiche Gedan-
ken iiber dessen Zusammenhang. Im Beispiel der Erbse und dem Zahnstocher wird
der Zahnstocher oft automatisch in die Erbse gestochen. Der Schiiler fragt sich hau-
fig auch, was diese Gegenstdnde mit dem Unterricht zu tun haben. So ist der Schii-
ler nicht nur in der Position, die Frage nach dem ,,Was“ zu ergriinden, sondern nach
dem ,,Warum®. Nicht nur das Material selbst, sondern auch das Beziehungsgeflecht,
in dem es mit sich selbst, und mit dem (vorangegangenen) Unterricht steht, wird
reflektiert.

Macht des Materials

Das Material hat dariiber hinaus das Potenzial, die Aufmerksamkeit der Schiiler voll
zu binden - sowohl im positiven, als auch im negativen Sinne:

Ist das Material erst einmal ausgeteilt, so wird es sehr schwierig fiir den Lehrer die
Aufmerksamkeit der Schiiler zu erhalten. Im Beispiel mit den Erbsen und den Zahn-
stochern fangen die Schiiler sofort an damit zu spielen; er hat mit dem Material so-
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mit die Leitung aus den Hinden gegeben. Arbeitsanweisungen sollten also vor dem
Austeilen des Materials gegeben werden.

Im positiven Sinne hat das Material die Macht, den Unterricht ,,wie von selbst* zu
halten: Ist das Material verteilt, iibernimmt es den Unterricht, und der Lehrer hat
Zeit, einzelne Schiiler intensiv zu betreuen.

Erweiterung

Eine weitere Moglichkeit, dem Material mehr Wert zu geben, ist, dass der Lehrer die
Schiiler darum bittet, das Arbeitsmaterial selbst mitzubringen. Kiimmert sich jeder
Schiiler selbst um seine Materialien und bringt diese in den Unterricht mit, so geht
er gewissenhafter mit den Gegenstdnden um. Dies liegt daran, dass er sich die Arbeit
gemacht hat die Materialien herauszusuchen und mitzubringen. Auflerdem mdchte
der Schiiler sein Eigentum nicht beschadigen.

6.2 Bau eines platonischen Kérpers: das lkosaeder
Katrin Waniek, Britta Springkart und Marion Kessler

Die Schiiler bauen eigensténdig ein Ikosaeder aus Erbsen und Zahnstochern.

Konkrete Umsetzung

Vorbereitung

Fiir das Projekt werden griine Trockenerbsen und Zahnstocher benoétigt. Die Erbsen
werden {iber Nacht in Wasser eingeweicht, um eine gute Beschaffenheit zu erhalten.

Platonische Kdrper

Mit der Frage: ,Was ist der einfachste
Korper, den man mit Hilfe von Erbsen
und Zahnstochern bauen kann?“ (Tetra-
eder), kommt die Klasse auf das Thema
der Platonischen Korper zu sprechen. Pla-
tonische Korper sind regelméifdige Poly-
eder, deren Oberfldchen aus regelmali-
gen Vielecken bestehen. Um den Schiilern
ein besseres Verstandnis fiir diese geome-
trischen Korper zu geben, kann die Lehr-
person ein einfaches und verstandliches
Beispiel beschreiben: eine auf einem pla-
tonischen Korper krabbelnde Ameise
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kann nicht entscheiden, an welcher Ecke (Erbse) sie sich befindet, da von jeder Ecke
die gleiche Anzahl an Zahnstochern abgehen. Platonische Korper sind also vollkom-
men symmetrische Objekte, bei denen sowohl Ecken, Kanten als auch Flachen gleich-
méRig sind. Die Lehrperson kann nun die fiinf Typen Platonischer Kérper angeben:
das Tetraeder (4 Flachen), das Hexaeder (6 Flachen), das Oktaeder (8 Flachen), das
Dodekaeder (12 Flachen) und zum Schluss das Ikosaeder (20 Flachen).

Aufgabenstellung

Der Lehrer stellt den Schiilern das Material vor und teilt die Klasse in ihre gewohn-
lichen Farbgruppen ein. Fiir diese Ubung bietet sich auRerdem eine Gruppeneintei-
lung in Zeitmanager, Gesprachsleitung, Protokollant und Materialwart an. Nun er-
teilt der Lehrer den Schiilern den Auftrag, ein Ikosaeder zu bauen. Dabei macht er
sie darauf aufmerksam, dass die Symmetrie die Bauanleitung fiir ihr Projekt ist. Je
nachdem, wie stark die Klasse ist, kann der Lehrer die Aufgabenstellung noch weiter
préazisieren. Die Lehrperson gibt den Zeitrahmen fiir die bevorstehende Konstrukti-
on vor (ca. 20 Minuten) und macht den Zeitmanager nochmals auf seine Verantwor-
tung aufmerksam. Anschliefend besorgt der Materialwart die Erbsen und Zahnsto-
cher fiir die gesamte Farbgruppe. Nun kann sich jeder Schiiler dem Projekt widmen
und sein eigenes Ikosaeder bauen. Wichtig ist, dass der Lehrer alle Aufgaben und
Anweisungen gibt, bevor die Schiiler sich das Material besorgen. Haben die Schiiler
das Material einmal in den Hénden, zieht es die komplette Aufmerksamkeit auf sich.

Hintergriinde

Bauprozess

Waihrend des Bauprozesses iibernimmt
das Material den Unterricht. Da die Schii-
ler in ihre Arbeit vertieft sind, konnte die
Lehrperson gegebenenfalls sogar selbst
ein Ikosaeder bauen oder hat Zeit fiir ein-
zelne Schiiler.

Umdeutung des Spiels als Forschung
Auf natiirliche Weise fangen die Schii-
ler an mit dem Material zu spielen. Die-
ses Spiel muss nicht durch die Autoritat
des Lehrers verboten werden. Mitunter bietet es sich an, dass diese Aktivitdten von
der Lehrperson sogar gefordert werden konnen. Baut ein Schiiler beispielsweise ei-
nen Turm aus Ikosaeder, bietet sich die Frage danach an, ob man mit Ikosaeder par-
kettieren konnte.
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Natiirlich braucht jeder Schiiler unter-
schiedlich lange, um seinen Korper zu
bauen. Damit sich schneller arbeitende
Schiiler nicht anderweitig beschéftigen,
konnen ihnen weiterfithrende Auftrage
gestellt werden, zum Beispiel die Kon-
struktion weiterer Platonischer Korper.
Die Schiiler werden schnell merken, dass
nicht jeder Platonische Korper so stabil ist
wie das Tkosaeder.

Dreidimensionale Bauanleitung

Wenn gewiinscht, kann die Lehrperson
Musterobjekte auf einem separaten Tisch
im Klassenraum ausstellen. Diese ver-
deutlichen jeden einzelnen Arbeitsschritt
(Wie viele Zahnstocher stecken in einer

Erbse? Wie stecke ich alles zusammen?). Somit ist den Schiilern mit nur wenigen

Mitteln beim Bau des Objekts geholfen.
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Duale Kérper

Platonische Korper sind dual, weil man einen platonischen Korper innerhalb eines
anderen findet. Der duale Polyeder bildet sich durch die Mittelpunkte der Flichen
vom Ausgangskorper und die Verbindungen dieser Linien bilden dadurch den dua-
len platonischen Korper. Durch diese Eigenschaft hat der duale Polyeder genauso
viele Eckpunkte, wie der umgebende Polyeder Fldchen besitzt.

Erweiterung

Vor allem in der Weihnachtszeit bietet sich die Moglichkeit an, das Ikosaeder zu ei-
nem 20-zackigen-Weihnachtsstern zu erweitern, indem man Tetraeder auf dem Kor-
per anbringt. Dies ist moglich, weil die Flachen des Tetraeders ebenfalls dreieckig
sind. Zudem ist dies eine schone Art von Weihnachtsschmuck, der den Schiilern zeigt,
dass Mathematik auch in ihrem Wohnzimmer einen Platz finden kann.

6.3 Eine kindgerechte Erkldrung von Minimalfldchen
Nico Huber

Die folgende Ubung stellt eine weitere Moglichkeit dar, mit Erbsen und Zahnsto-
chern zu arbeiten. Sie liefert ein anschauliches Beispiel fiir extreme Grof3en auf3er-
halb der klassischen Kurvendiskussion.

Konkrete Umsetzung

Die Klasse versammelt sich in der Mitte des
Klassenzimmers um einen Tisch, auf dem nur
das im Folgenden benoétigte Material steht. Der
Lehrer mischt vor den Augen der Schiiler Sei-
fenblasenwasser an. (Verhaltnis: 5 1 Wasser,
200 ml Spiilmittel und 50 ml Glycerin).

Das Glycerin kann wie im Kapitel zur Ein-
fiihrung von Material beschrieben vorgestellt
werden.

Nun erklért der Lehrer die besondere Eigen-
schaft von Seifenhduten: man kann sich diese
wie ein Lebewesen vorstellen, welches so lan-
ge wie moglich leben moéchte. Aufgrund der
Schwerkraft flie3t die Hautfl{issigkeit von oben
nach unten, wodurch sich oben die Seifenhaut
nach und nach auflést und schlieflich die gan-
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ze Seifenhaut platzt. Die Seifenhaut lebt
also am Léngsten, wenn ihre Haut die
grolStmogliche Dicke besitzt. Das be-
deutet, dass die Seifenhaut immer die
kleinstmogliche Flache einnimmt, da so
ihre Hautdicke am gréten ist und sie so-
mit am langsten lebt.

Der Lehrer fragt, welche Struktur die
Seifenhaut bildet, wenn man ein Tetra-
eder in das Seifenblasenwasser eintaucht
und lasst die Schiiler etwas iiberlegen,
auch wenn tatsichlich keiner darauf
kommen kann.

Im Anschluss wird das ,,Experiment®
durchgefiihrt und das unerwartete Ergeb-
nis prasentiert. Um zu zeigen, dass die
Seifenhaut gleich nach dem Auftauchen
die Minimalfliche angenommen hat,
wird der Tetraeder etwas ,geruckelt“ und dann gezeigt, dass die Seifenhaut, nach-
dem sie aufgehort hat zu vibrieren, die gleiche Struktur einnimmt wie am Anfang.

Erweiterung
Die Ubung kann nun mit anderen Kérpern weitergefithrt bzw. dem Interesse der
Klasse entsprechend ergénzt werden.

Kinder kénnen eigenstdndig beliebige Korper bauen und eintauchen. Es gilt: Je
einfacher die Korper, desto anschaulicher wird das Ergebnis.

Hintergriinde

Realer Bezug

Die Schiiler erleben hier das mathematische Gebiet der Minimalfldchen in der ,rea-
len“ Welt. Mit der Aufforderung, sich zu iiberlegen, welche Flache die Seifenhaut bil-
det, werden alle in den Prozess einbezogen und zur aktiven Teilnahme ermutigt. Dies
kann dadurch weiter unterstiitzt werden, dass die Korper im Vorfeld selbst von den
Schiilern angefertigt werden und die Ubung somit einen persénlichen Bezug erhilt.

Asthetik und Mathematik

Mit der einfachen und schonen Darstellung der Thematik erhélt alles eine besonde-
re Asthetik, wodurch bei den Schiilern Interesse aufgebaut wird, welchem sie auch
leicht selbst zuhause weiter nachgehen konnen.
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Insgesamt wird bei dieser Ubung, wie immer, wenn Material zum Einsatz kommt,
Mathematik haptisch erfahrbar.

6.4 4-dimensionaler Wiirfel
David Ruf

Konkrete Umsetzung
Wie in der vorangegangen Ubung taucht
der Lehrer nun einen Wiirfel in das Sei-
fenblasenwasser und zeigt die entstan-
denen Minimalflichen. Durch erneutes
Eintauchen einer Seite des Wiirfels wird
Luft eingeschlossen und es bildet sich ein
kleinerer, aufgebldahter Wiirfel, der im
Zentrum des grofien Wiirfels steht.

Das Ergebnis lasst sich als Zentralpro-
jektion des 4-dimensionalen Wiirfels im
3-dimensionalen Raum interpretieren.

Hintergriinde
Die folgende Zentralprojektion bietet eine analoge Betrachtung des 4-dimensiona-
len Wiirfels.
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Die schraffierte Flache ist eines der sechs Quadrate des Wiirfels, jedoch durch die
Einschrankung der Ebene nach hinten verzerrt. Das kleine Quadrat in der Mitte ist
die untere Seite des Wiirfels.

So besteht also der 4-dimensionale Wiirfel aus insgesamt 8 Wiirfeln, welche sich
aus den 6 Pyramidenstiimpfen, dem groRen Wiirfel und dem Kleinen in der Mitte
zusammensetzen, was man anhand seiner Zentralprojektion nachzéhlen kann.

Auf diese Art kommt man auf 16 Ecken, 32 Kanten und 24 Flachen.4

14 vgl. Kramer, Martin (2013): Mathematik als Abenteuer Band 1: Geometrie und Rechnen mit Gro3en.
Hallbergmoos: Aulis. S.175 f.
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7 Projektion

71 Drei-Phasen-Projektion
Johannes Huber und Jeremias Moser-Fendel

Die Schiiler lernen, dass es mindestens drei unterschiedliche Ansichten - Vorderan-
sicht, Seitenansicht und Draufsicht - ben6tigt um einen Gegenstand exakt zu bestim-
men. Auflerdem wird deutlich, dass eine Drehung des Gegenstands um 180° in der
Projektion keine zusitzliche Information liefert. Nur die Drehung um 90° in unter-
schiedlicher Richtung bewirkt einen Informationsgewinn.

Konkrete Umsetzung
Alle Tische werden zur Seite gerdumt. Der Raum wird so umgestaltet, dass eine Biih-
ne und Zuschauerplatze entstehen - abgetrennt durch ein Leintuch. Zwei Freiwillige
spannen mit wenigen Metern Abstand zur Tribiine ein Leintuch auf.

Der Tageslichtprojektor steht mog-
lichst weit weg von der Leinwand, so
dass sich auf dem Leintuch eine Parallel-
projektion ergibt. Wenn alles vorberei-
tet ist, schliellen die Schiiler die Augen.
Der Lehrer stellt sich hinter das Leintuch
und hélt einen Gegenstand in das Licht
des Projektors. Die Schiiler 6ffnen die
Augen und versuchen anhand des pro-
jizierten Schattens zu erraten, um was
fiir einen Gegenstand es sich handelt.
Die Schiiler schliel3en erneut die Augen,
wahrend der Lehrer den Gegenstand um
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90° dreht. Anschlielend 6ffnen die Schiiler die Augen und versuchen erneut den
Gegenstand zu erraten.

Tipps zur Umsetzung
Der Lehrer sollte darauf achten, dass der Gegenstand mindestens dreimal gedreht
wurde, bevor er eindeutig zu erkennen ist (Vorder-, Seitenansicht und Draufsicht).
Auch wenn ein Schiiler (zuféllig) bereits im ersten Anlauf den Gegenstand errit,
wird der Lehrer die Losung nicht vorzeitig preisgeben. Der Gegenstand kann haufig
erst nach der dritten Drehung eindeutig bestimmt werden.

Die Schiiler haben jetzt die Gelegenheit, selbst hinter das Leintuch zu treten und
die Ubung mit eigenen Gegenstinden durchzufiihren.

Hintergriinde
Dies ist eine erste Begegnung mit Projektion. Projektion spielt eine grolse Bedeutung
in der Vektorrechnung und der Trigonometrie.

7.2 Drehbewegung einer Projektion
Johannes Huber und Jeremias Moser-Fendel

Konkrete Umsetzung

Ein Tageslichtprojektor wird auf eine
Wand gerichtet. Die Schiiler stellen sich
rechts und links des Lichtkegels auf, so
dass sie moglichst gut auf den Schatten
des Gegenstandes blicken koénnen. Der
Lehrer hilt einen aus Zahnstocher und
Erbsen konstruierten Gegenstand mit
moglichst geringem Abstand zur Wand
in das Licht des Projektors und dreht die-
sen. Um den Gegenstand drehen zu kon-
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nen, muss an einer Ecke ein zusitzlicher Zahnstocher als Halterung angebracht wer-
den (siehe Abbildung). Jetzt sollen die Schiiler anhand der Bewegung des Schattens
iiberlegen, ob dieser sich in dieselbe Richtung wie das Original dreht oder in die ent-
gegengesetzte. Indem die Schiiler den Daumen nach oben oder unten halten und
mit den anderen Fingern die Drehrichtung mitteilen, geben sie an, welche Richtung
sie vermuten.

Hintergriinde

Informationsverlust durch Projektion

Durch Projektion geht die dritte Dimension (vgl. Drei-Phasen-Projektion) und die
Drehrichtung als Information verloren. Im Schatten lassen sich keine Verdeckungen
erkennen, d.h. beim Schatten des Gegenstandes ist nicht mehr zu erkennen, welche
projizierte Ecke der vorderen des Originals entspricht. Je nachdem, welche Ecke der
Betrachter als ,,vordere® wahrnimmt, dreht sich der Schatten in die entsprechende
Richtung. Es lasst sich bei der Projektion also keine Aussage mehr iiber die Ausrich-
tung des Gegenstandes treffen.

Mathematik als Streitschlichter

Mathematik nimmt in dieser Ubung auch die Rolle des Pidagogen im Sinne eines
Streitschlichters ein, denn trotz unterschiedlich wahrgenommener Drehrichtungen
liegt keiner der Schiiler richtig oder falsch. Zwei Menschen nehmen Wirklichkeiten
unterschiedlich wahr, trotzdem konnen beide Recht haben. Die Schiiler kénnen da-
rauf aufmerksam gemacht werden und verstehen, dass die eigene Wirklichkeit nur
eine mogliche Interpretation der Wahrheit ist.

Bedeutung von Projektion in der Mathematik

Die Thematik spielt bei der Einfiithrung von Sinus und Cosinus als Projektion einer
Drehbewegung eine Rolle. Auch in der Vektorrechnung findet sich der Projektions-
gedanke wieder. Das Rechnen mit Vektoren wird erst durch deren Projektion auf
Koordinaten moglich.
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8 Geheime Botschaften

8.1 Vorteile der Verschliisselung als Einstieg in die
Wahrscheinlichkeitsrechnung

Frieder Roggenstein

In den folgenden Kapiteln wird eine Moglichkeit aufgezeigt das Thema Wahrschein-
lichkeitsrechnung einzufiihren.

Zuerst erleben die Schiiler auf spielerische Art und Weise das Prinzip des Verber-
gens. Daraufhin lernen sie unterschiedliche Verfahren zur Verschliisselung von Tex-
ten kennen. Anhand der Entschliisselung durch eine Wahrscheinlichkeitsanalyse wird
der Bogen zum Thema Wahrscheinlichkeitsrechnung gespannt.

Hintergriinde

Alltagsndhe

Die Verschliisselung als Einstieg in das Thema Wahrscheinlichkeitsrechnung ist fiir
die Schiiler sehr ansprechend, da sie aus ihrem eigenen Leben gegriffen ist. Die meis-
ten Schiiler haben schon einmal Nachrichten verschickt, die nicht fiir jedermanns
Augen bestimmt waren. Auflerdem werden sie vor allem durch das Internet stdndig
mit verschliisselten Inhalten konfrontiert. Die Motivation ist daher besonders hoch
und die Schiiler nutzen das Erlernte vielleicht sogar auf3erhalb des Mathematikun-
terrichts.

Problemorientierter Ansatz

AufSerdem weckt der problemorientierte Ansatz, einen Text selbst ent-/verschliisseln
zumiissen, den Ehrgeiz vieler Schiiler. Dieser Effekt wird bei einem typischen Einstieg
mit einem Gliicksspiel, wie zum Beispiel Wiirfeln oder Lotto, nicht so stark erzielt.

82



Wahrscheinlichkeit und Zufall

Zollspiel

Spielerisches Lernen

Aufgrund des spielerischen Charakters des Unterrichts bemerken die Schiiler gar
nicht, dass sie sich mit Mathematik beschéftigen. Das selbststdndige Ausprobieren
und Knobeln ermoglicht ein besseres Verstdandnis des Erlernten.

Kulturelle Bildung

Die Kodierung von Daten ist ein fester Bestandteil unseres Alltags. Schon damals im
alten Rom wurde das Prinzip des Verschliisselns zur Uberbringung von geheimen
Nachrichten genutzt. Auch im zweiten Weltkrieg spielte die Kodierung mit der be-
kannten Rotor-Schliisselmaschine Enigma eine grofse Rolle. Das Thema bietet sich
daher auch fiir ficheriibergreifenden Unterricht an. Die Verschliisselung wird heu-
te nicht mehr nur von Geheimdiensten und dem Militdr angewandt, sondern ist aus
dem Zeitalter des Internets nicht mehr wegzudenken. Ein weiterer Grund dafiir, dass
den Schiilern dieses Thema nahegebracht werden sollte.

8.2 Zollspiel

Frieder Roggenstein

Dies ist eine Hinfiihrung zur Wahrscheinlichkeitsrechnung. Es gibt zwei Moglichkei-
ten Nachrichten geheim zu halten: Das Verbergen und das Verschliisseln. Das fol-
gende Spiel thematisiert das Verbergen.

Konkrete Umsetzung

Es werden vier Schiiler ausgewahlt, die in die Rolle von Schmugglern schliipfen und
acht weitere Schiiler, deren Aufgabe es ist, als Zollbeamte das Schmuggeln zu ver-
hindern.

Die vier Schmuggler bekommen einen kleinen Gegenstand - zum Beispiel eine
SD-Speicherkarte — und gehen damit vor die Tiire. Thre Aufgabe ist es, diesen so zu
verstecken, dass sie damit an allen Zollbeamten vorbeikommen und die andere Sei-
te des Klassenzimmers erreichen. Wer von ihnen der eigentliche Schmuggler ist und
wo er oder sie den Gegenstand versteckt hat, bleibt den Zuschauern und den Zoll-
beamten verborgen.

Die Zollbeamten stellen sich immer zu zweit gegeniiber in einer Reihe auf und
diirfen die Schmuggler durchsuchen, wobei natiirlich auf deren Intimsphére Riick-
sicht genommen werden muss. Jeder Schmuggler muss alle vier Stationen durchlau-
fen haben, bevor er die andere Seite des Klassenzimmers erreicht. Pro Station haben
die Zollbeamten 20 Sekunden Zeit.
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Wenn ein Schmuggler auffliegt und der Gegenstand gefunden wird, wird das Spiel
abgebrochen.

Erweiterung

Wird der versteckte Gegenstand bis zum Schluss nicht gefunden, kann man das Spiel
erweitern, indem man die Verdachtigen in einem Verhor befragt. Vor der Auflosung
darf jeder Schiiler der Klasse einen Tipp abgeben, wer der Schmuggler ist.

Hintergriinde

Spannungs- und Erwartungshaltung

Die Schiiler erleben das Prinzip des Verbergens auf eine spielerische Weise. Gleich-
zeitig ist die Ubung sehr alltagsnah, da viele Schiiler bereits am Flughafen oder im
Ful3ballstadion eine solche Durchsuchung erlebt haben. Auch das Lesen der Gesich-
ter und das eigene Mitraten, wer denn wohl der Schmuggler sein kénnte, sorgen fiir
Spannung und Interesse.

Gemeinsame Grundlage von Verbergen und Verschliisseln

Durch die Veranschaulichung des Verbergens wird den Schiilern der Sinn des spéte-
ren Themas Verschliisselung bewusst: In beiden Féllen geht es um die Weitergabe ei-
nes Geheimnisses, ohne dass es bekannt wird. Die Verschliisselung geht einen Schritt
weiter und schiitzt auch vor dem Fall, dass die Nachricht in die falschen Hande gerit.
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8.3 Die Caesar-Verschliisselung

Janik Isele

Mithilfe der einfach zu durchschauenden Caesar-Verschliisselung werden die Prin-
zipien der Ver- und Entschliisselung aufgezeigt.

Konkrete Umsetzung
Die Lehrkraft notiert eine kurze verschliisselte Botschaft mit roter Kreide an die Ta-
fel. Die Aufforderung an die Klasse lautet nun schlicht:

»,Wer herausfindet, was die Botschaft bedeutet, sagt ,Eins!‘. Die zweite Person, die
das Ratsel 16st, sagt ,Zwei!‘ und so weiter. Mal sehen, wie lange es dauert, bis ihr bei
30'> angekommen seid.“

Der Prozess kann entweder strikt fortgefiihrt werden, bis die genannte Zahl er-
reicht wird, oder aber friither beschleunigt werden. Hierzu werden diejenigen Schii-
ler, die die Losung bereits kennen, aufgefordert, den ersten Buchstaben zu nennen.
Dieser wird mit griiner Kreide (Klartext) unter den ersten roten Buchstaben (ver-
schliisselter Text) notiert. Fiir den Fall, dass der erste alleine nicht weiterhilft, wird
auch der zweite Buchstabe aufgelost. Aufgrund der Einfachheit der Chiffrierung soll-
te nun auch beim Rest der Klasse der ,,Aha!-Effekt” einsetzen. Erkennt kein einziger
Schiiler die Verschliisselung, so wird der erste Losungsbuchstabe durch den Lehrer
eingesetzt. Zum Ende der Ubung steht die vollstindig entschliisselte Botschaft in
griiner Farbe so unter der geheimen Nachricht, dass jeweils ein griiner und ein ro-
ter Buchstabe einander zugeordnet werden konnen. Einer der Schiiler erldutert ab-
schliefSend die Funktionsweise der Caesar-Chiffre. Das folgende Tafelbild dient da-
bei der Unterstiitzung.

15 Diese Zahl ist (im Rahmen der Klassenstirke) prinzipiell frei wéhlbar, sollte aber grof genug sein, um
herausfordernd zu wirken.
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Auflésung
Die Caesar-Verschliisselung basiert auf einer Verschiebung des Alphabets. Hierzu
wird dieses zunéchst in griiner Schrift vollstdndig in einer Zeile notiert. Anschliel3end
wird mit roter Kreide ein zweites Alphabet darunter geschrieben, nun allerdings zy-
klisch nach rechts verschoben. In unserem einfachen Beispiel besteht die Verschie-
bung aus nur einem Schritt, d.h. das neue rote Alphabet beginnt mit dem Buchsta-
ben B. Das A bildet entsprechend das letzte Glied und wird als 26. Buchstabe an das
Z angehéngt. Die so entstandenen Zeilen sind der Schliissel, mit dem geheime Bot-
schaften sowohl geschrieben, als auch entziffert werden konnen. Ersteres geschieht,
indem die zu verschliisselnden Worte (in griiner Farbe) aufgeschrieben werden und
anschlief3end Schritt fiir Schritt jeder griine Buchstabe durch den entsprechenden
roten ausgetauscht wird. Falls die Art der Chiffrierung bekannt ist, funktioniert die
Entschliisselung dementsprechend in entgegengesetzter Richtung. Bewusst einge-
baute Rechtschreibfehler oder falsch bzw. gar nicht gesetzte Leerzeichen erschwe-
ren die Entschliisselung.

Ist die Anzahl der Verschiebungsschritte unbekannt, muss die sogenannte Wahr-
scheinlichkeitsanalyse angewandt werden.

Hintergriinde

Verschliisseln statt Verbergen

Die Caesar-Verschliisselung, deren Titel auf ihre Verwendung durch den gleich-
namigen Feldherrn zuriickgeht, schlief3t an die Thematik des Zollspiels an. Ziel bei-
der Ubungen ist es, den Inhalt einer Botschaft geheim zu halten. Wihrend das Ver-
bergen der Nachricht im Zollspiel diese vor den Augen Dritter schiitzen soll, stellt
die reine Sichtung fiir ein verschliisseltes Schreiben kein Problem dar. Allerdings sol-
len Unbefugte in diesem weiteren Schritt der Absicherung nicht mehr in der Lage
sein, den Inhalt des Textes zu verstehen. Beide Wege stellen Moglichkeiten der ver-
traulichen Kommunikation dar, bei welcher der direkte Kontakt von Angesicht zu
Angesicht nicht méglich ist.

Ratselcharakter

Der herausfordernde Charakter der Ubung spornt die Schiiler an, da sie unter den Ers-
ten sein wollen, die das Rétsel 16sen. Ahnlich wie das ,,Versteckspiel“ der Schmugg-
ler stammt auch dieses ,,Knobeln“ aus der Lebenswelt der Kinder, wodurch sie einen
direkten Bezug zur Aufgabe besitzen.

Neben dem oben genannten Effekt herrscht weiter ein gewisser Gruppendruck, da
niemand die Rolle des Unwissenden annehmen méchte. Dadurch wird ein lange an-
haltendes, hohes Mal$ an Motivation sichergestellt, welches ausschlief3lich von der
Art der Aufgabenstellung und nicht von externen Anreizen durch den Lehrer ausgeht.
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Einfachheit

Dass diese Art der Caesar-Verschliisselung vergleichsweise schnell zu durchschauen
ist, hat gleich mehrere Vorteile: Zum einen wird dadurch der Einstieg in die Thematik
der Chiffrierungen erleichtert und die oben genannte Motivation aufrechterhalten,
da unlosbar erscheinende Rétsel zu schnell an Reiz verlieren. Des Weiteren werden
die Schiiler so von selbst auf eine Frage aufmerksam, die sich beim Umgang mit Ver-
schliisselungen zwangslaufig stellt: Wie lasst sich die Sicherheit der Chiffrierungen
erhohen? Damit wird nicht nur die Neugierde der Schiiler geweckt, sondern auch
die Uberleitung zu ausgefalleneren Verschliisselungen geschaffen.

8.4 Die Wahrscheinlichkeitsanalyse

Janik Isele

Die Wahrscheinlichkeitsanalyse ist ein Hilfsmittel zur Entschliisselung komplexerer
Kodierungen und Chiffren, beispielsweise der Caesar-Verschliisselung mit mehre-
ren Verschiebungsschritten.

Konkrete Umsetzung
Die Schiiler erhalten ein DinA4-Blatt, auf wel- DAMITK+ISDRITT+R

;he@teilgl t]::ﬂ‘weisze1 Vers'cl.lliis;elt}?rthext (zju se}; DI +BOT@CMFT7 +@+$
en ist. Dabei wurden einige Buchstaben durc KA$$,W1RD@I+

Sonderze1?hen ers'etzt, wah.ren.d die restlichen V4R @T+ CKTOD+R
unverschliisselt blieben. Ziel ist es nun, den iy

Text mithilfe der Wahrscheinlichkeitsanalyse V+R@C H7U@@+7T'
zu entschliisseln. Als Hilfsmittel steht den

Schiilern eine Haufigkeitstabelle zur Verfiigung, welche das prozentuale Vorkom-
men jedes Buchstaben innerhalb der deutschen Sprache beziffert (siehe Seite 88).

Erstellen der Textvorlage

Das Erstellen solcher Texte geht mithilfe gangiger Office-Programme wie Microsoft
Word oder LibreOffice ziigig und leicht von der Hand. Dazu wird zunéchst die un-
verschliisselte Version eingegeben. Anschlie3end wird die Suchfunktion aufgerufen
und der Buchstabe eingetippt, der ersetzt werden soll. Darunter l&sst sich das ge-
wiinschte Sonderzeichen angeben. Klickt man nun die Taste ,Ersetze alle“ (LibreOf-
fice) bzw. , Alle ersetzen“ (Word), ersetzt das Programm automatisch den gewohn-
lichen Buchstaben mit dem Sonderzeichen.
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Platz | Buchstabe Relative
Haufigkeit

1. E 17,40%
2. N 9,78%
3. I 7:55%
4. S 7,27%
5. R 7,00%
6. A 6,51%
7. T 6,15%
8. D 5,08%
9. H 4,76%
10. u 4,35%
1. L 3,44%
12. C 3,06%
13. G 3,01%
14. M 2,53%
15. 0] 2,51%
16. B 1,89%
17. W 1,89%
18. F 1,66%
19. K 1,21%
20. z 1,13%
21 P 0,79%
22. Vv 0,67%
23. R 0,31%
24. 0,27%
25. 0,04%
26. X 0,03%

88

Anzahl verschliisselter Buchstaben

Einer der Knackpunkte dieser Ubung stellt die An-
zahl der Buchstaben dar, die verschliisselt werden.
Wird der Grof3teil des Textes im urspriinglichen Zu-
stand belassen, so bietet dies den Vorteil, dass sich
mogliche Losungen schnell durch Einsetzen kontrol-
lieren lassen. Findet ein Schiiler beispielsweise ein
Wort mit lediglich einem Sonderzeichen, so kann er
leicht iiberpriifen, welcher Buchstabe an dieser Stelle
Sinn ergibt. Gleichzeitig l4sst sich durch diesen Trick
jedoch die eigentliche Wahrscheinlichkeitsanalyse
durch blofes Raten umgehen, wenn derartige Wor-
te zu oft auftreten. Es empfiehlt sich also, eine mitt-
lere Anzahl an Buchstaben zu verschliisseln.

Hintergriinde

Bezug zum Bildungsplan

Durch die Verwendung der Haufigkeitsverteilung
kniipft diese Aufgabe an den Themenblock der Wahr-
scheinlichkeitsrechnung an, der im Bildungsplan als
Leitidee ,,Daten und Zufall“ auftritt. Es empfiehlt sich
beispielsweise, anhand der Haufigkeitstabelle und
dem Vorkommen einzelner Buchstaben im Text die
Differenzierung von absoluter und relativer Haufig-
keit einzufiihren. In diesem Zusammenhang lasst sich
auch das Gesetz der grollen Zahlen erarbeiten, da
sich die relative Haufigkeit eines Buchstaben inner-
halb des Textes mit zunehmender Linge des Aufsat-
zes dem Erwartungswert aus der Tabelle annéhert.
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8.5 Der Freimaurercode
Janik Isele

Der aufgrund seiner mystischen Optik besonders ansprechend auf die Schiiler wir-
kende Freimaurercode stellt eine Alternative zur Caesar-Verschliisselung dar.

Konkrete Umsetzung

Sowohl die geheime Botschaft, als auch die zugehorige Kodierungstabelle werden
an der Tafel angebracht. Das restliche Vorgehen verlduft nun analog zur Einfithrung
der Caesar-Verschliisselung.

Auflésung

Im Unterschied zu Chiffrierungen verwenden Kodierungen keine gewohnlichen
Buchstaben, sondern sonstige Symbole und Zeichen. Der Freimaurercode ersetzt je-
den Buchstaben durch die Umrandungslinien die ihn in der Kodierungstabelle um-
geben. In der hier verwendeten Version tauchen zuséatzlich Punkte auf, die beispiels-
weise die Unterscheidung der Buchstaben A und N erméglichen, denen ansonsten
dasselbe Symbol zugeordnet wiirde.

Hintergriinde

Mystik

Durch die kryptisch wirkenden Zeichen entsteht zusétzlich zur grundsitzlich gege-
benen Motivation, welche auch bei anderen Verschliisselungsarten vorhanden ist,
der Reiz des Unbekannten. Der Name des Freimaurercodes trigt sein Ubriges zu die-
sem Umstand bei, da den Geheimbund eine Aura des Mystischen umgibt.
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Vorgabe der Entschliisselungsregel

Durch das Vorgeben der Kodierungstabelle unterscheidet sich die Verwendung des
Freimaurercodes von dem Vorgehen bei der Caesar-Verschliisselung, da hier das He-
rausfinden der Botschaft eher einer Fingeriibung als einem Rétsel gleicht. Als wei-
terfithrende Ubung lisst sich jedoch auch das ,Knacken“ des Codes einbinden, in-
dem abgewandelte Kodierungstabellen verwendet werden, die den Schiilern nicht
vorgegeben werden. Losbar wird diese Aufgabe durch die Verwendung der Wahr-
scheinlichkeitsanalyse.

8.6 Die Vigenere-Verschliisselung
Janik Isele

In dieser Ubung werden die Schiiler erstmals mit einer komplexeren Art der Ver-
schliisselung konfrontiert.

Konkrete Umsetzung

Den Schiilern wird zunichst das Konzept der Vigenére-Verschliisselung anhand ei-
nes Beispiels erldutert. Anschlieend verfasst jeder Schiiler eine kurze Botschaft und
verschliisselt sie nach dem gelernten Schema. Mithilfe des verwendeten Codeworts
knackt nun der Banknachbar die Chiffrierung.

Methode der Verschliisselung

Die Vigenere-Verschliisselung basiert auf der von der Caesar-Chiffre bekannten Ver-
schiebung des Alphabets. Dazu wird im ersten Schritt das Alphabet notiert. Wieder
wird der Klartext griin geschrieben.
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AnschliefSend wird ein Codewort festgelegt, in unserem Beispiel das Wort ,Na-
tur”. Dessen Buchstaben bilden den jeweiligen Anfangsbuchstaben der roten Alpha-
bete. Diese werden so untereinander geschrieben, dass eine eindeutige Zuordnung
eines griinen Buchstaben mit je einem Buchstaben aus jedem roten Alphabet moglich
ist. Der zu verschliisselnde Text wird nun durchnummeriert. Dabei wird die hochste
Zahl, nach der wieder von vorne begonnen wird, durch die Anzahl der Buchstaben
des Codeworts vorgegeben. In diesem Beispiel zdhlen wir also bis fiinf, Die Verschliis-
selung funktioniert nun wie die Caesar-Chiffrierung, wobei die Zahl eines Buchsta-
ben das zu verwendende Alphabet vorgibt. Die Vorgehensweise lédsst sich anhand
der obigen Grafik gut nachvollziehen.

Erweiterung

Der Schwierigkeitsgrad der Entschliisselung lsst sich in einer weiteren Ubung deut-
lich erh6hen. Dazu wird ein vollstandig verschliisselter Text ausgeteilt, welcher etwa
ein DinA4-Blatt fiillt. Das Codewort wird in diesem Fall nicht vorgegeben. Mithilfe
eines Tricks lasst sich jedoch dessen Lange bestimmen. Dazu wird der Text nach sich
wiederholenden Buchstabenkombinationen abgesucht und deren Abstand ausge-
zahlt. Meist handelt es sich dabei in der deutschen Sprache um haufig vorkommende
Worte wie ,,und®, ,der“, ,die“ oder ,das“. Bildet man nun den kleinsten gemeinsa-
men Teiler aller dieser Abstdnde, so erhilt man die Lange n des Codeworts, da nun
wieder das gleiche Alphabet verwendet wird. Diese Zahl gibt also die Periodizitat
der Verschliisselung vor.

Im néchsten Schritt werden die Buchstaben des Werkes von Eins bis zur Zahl n
durchnummeriert. Nun kénnen alle gleich nummerierten Buchstaben als eigenstidn-
diger Text behandelt werden, der sich mithilfe der Wahrscheinlichkeitsanalyse ent-
schliisseln lasst.

Hintergriinde
Durch Komplexitdt gewonnene Sicherheit
Im Vergleich zu den zuvor kennengelernten Verschliisselungen, zeichnet sich die
Vigenere-Chiffrierung durch ihre wesentlich hohere Sicherheit aus. Durch die Ver-
wendung mehrerer Alphabete werden gleiche Buchstaben im Ausgangstext durch
unterschiedliche Buchstaben in der Verschliisselung reprasentiert, wodurch eine ein-
fache Wahrscheinlichkeitsanalyse nicht zum Ziel fiihrt. Den Schiilern wird hier be-
wusst, dass der zusatzlich betriebene Aufwand lohnenswert ist, da der Schutz ge-
geniiber unbefugten Lesern erheblich steigt.

Der einfachste Weg, die Sicherheit zu erhéhen, ist die Verwendung eines ldngeren
Codewortes. Es wire gar denkbar, ganze Buchpassagen zu gebrauchen.
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Die Lange des zu entschliisselnden Textes wirkt sich dagegen in die andere Rich-
tung aus: Je langer der Text, desto wahrscheinlicher wird es, viele sich wiederholende
Buchstabenkombinationen zu finden und dadurch die Lange des Codewortes zu er-
halten. Ein Teil der Komplexitit der Vigenere-Chiffrierung besteht darin, dass diese
tatsachlich eine Zusammensetzung mehrerer Caesar-Verschliisselungen darstellt. Ge-
nauso gut lieBe sich auch der Freimaurercode verwenden. Die Schiiler kdnnen die-
sen Gedanken fortfithren und verschiedene Verschliisselungsarten kombinieren, um
so eigene, sichere Methoden zu entwickeln. Das Erkennen der Zusammensetzbarkeit
stimuliert somit die Kreativitit und fiihrt bestenfalls zu einer Art Wettbewerb, in dem
die Schiiler sich gegenseitig zu {ibertrumpfen versuchen. Im Zuge dessen ist es vor-
stellbar, dass sich die Kinder zuhause freiwillig noch intensiver mit dem Inhalt der
Unterrichtsstunde beschaftigen, beispielsweise bei der Recherche nach weiterfiih-
renden Verschliisselungsmethoden.

8.5 Exkurs: Moderne Verschliisselungsverfahren
Simon Studer und Stephan Dierle

Ist es moglich, dass zwei Personen eine geheime Information austauschen, die zu-
vor weder ein Codewort noch sonst ein Geheimnis miteinander ausgetauscht ha-
ben? Die Antwort ist der Schliissel zu modernen bzw. asymmetrischen Verschliisse-
lungsverfahren.

Konkrete Umsetzung

Asymmetrische Verschliisselung

Um die Vigenere-Verschliisselung schnell entschliisseln zu konnen benotigt man das
Codewort. Dies zu iibermitteln ist jedoch oftmals nicht so einfach, da niemand auf3er
Sender und Empfanger der geheimen Botschaft dieses Schliisselwort erfahren darf.
Es stellt sich also die Frage, ob man auch ohne das Austauschen eines Codewortes
verschliisselte Botschaften iibermitteln kann. Stellt man diese Frage den Schiilern,
so werden die meisten mit ,,Nein!“ antworten.

Um das Gegenteil zu beweisen, erhélt ein Schiiler der Klasse ein Schloss, ein zwei-
tes behalt der Lehrer. Auf einer Karte, die mit diesem Schloss verriegelt werden kann,
notiert der Lehrer eine Nachricht und ,,schickt“ diese an den Schiiler mit dem zwei-
ten Schloss. Dieser kann die Nachricht jedoch nicht entschliisseln, da er kein Schliis-
sel zum AufschlieBen besitzt. Hangt er sein Schloss jedoch ebenfalls an die Karte, so
ist sie doppelt gesichert und wird erneut zuriickgesendet. Im néchsten Schritt kann
der Lehrer sein Schloss entfernen und schickt die Nachricht, die nun nur noch mit
dem Schloss des Schiilers gesichert ist zuriick. Diesem ist es nun moéglich die Nach-
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richt zu lesen, ohne dass zuvor ein Codewort oder Schliissel ausgetauscht wurde.
Das Schloss ist im Beispiel als Metapher fiir eine im Internet verwendete Verschliis-
selung durch ein Codewort zu verstehen.

Public Key

Auch hier handelt es sich um eine asymmetrische Verschliisselung. Das bedeutet,
dass der Prozess des Verschliisselns nicht dem des Entschliisselns entspricht, da bei-
de Seiten verschiedene Codeworter (Schliissel) verwenden.

Im Beispiel wird die asymmetrische Verschliisselung erkennbar, da bei der Ver-
schliisselung nur das VerschlieRen des Schlosses (ohne Schliissel moglich) ausreicht.
Zum Entschliisseln hingegen wird der Schliissel benotigt.

Eine weitere asymmetrische Verschliisselung ist die ,,public-key-Verschliisselung*.

Dieses Verschliisselungsverfahren findet im Internet Anwendung. Dabei wird ein
offentlicher Schliissel, der fiir alle zugénglich ist, vom spateren Empfanger ausge-
legt. Dieser kann schlieBlich vom Absender verwendet werden, um eine Informati-
on zu verschliisseln. Beim Entschliisseln durch den Empfianger wird ein anderer ge-
heimer Schliissel beno6tigt, um die Information zu dekodieren. Entscheidend ist bei
diesem Verfahren, dass nur der Empfianger diesen zweiten Schliissel besitzt.

Im Alltag begegnet dem Internetnutzer dieses Verschliisselungsverfahren bei jeder
Passworteingabe, beispielsweise bei Internetbanking, E-Mail-Postfach, Facebook etc.

Dem Nutzer wird in diesen Féllen der Schliissel nicht sichtbar zur Verfiigung ge-
stellt, da sich das Verfahren im Hintergrund abspielt.

Hintergriinde

Kultureller Hintergrund

Gerade in unserem heutigen Alltag spielen Verschliisselungen eine immer grofser
werdende Rolle. Sobald wir beispielsweise im Internet mit der Kreditkarte bezah-
len, wollen wir eine sichere Verbindung haben, damit niemand unbefugt auf unse-
re Kreditkarte zugreifen kann. Dies wird durch eine verschliisselte Datenkommuni-
kation gewdhrleistet. Verschliisselungen treten in vielen weiteren Kontexten auf, so
zum Beispiel wie oben erwihnt (public-key) bei Bankautomaten, personlichen E-
Mails und vielem mehr.

Pddagogischer Hintergrund

Durch die weit verbreitete Anwendung von Verschliisselungsverfahren ldsst sich
schon erahnen, wie wichtig das Thema der Kryptographie fiir die Sicherheit unserer
Daten geworden ist. Die Schiiler werden durch diese Ubung fiir die Notwendigkeit
der Verschliisselung sensibilisiert.
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Mathematischer Hintergrund
Das Ver- und Entschliisseln beim , public-key-Verfahren“ sind zwei voneinander un-
abhéngige Vorgénge, die unterschiedliche Schwierigkeitsgrade zur Dekodierung er-
fordern. Zur Umsetzung wird eine mathematische ,,Einbahnstraf3e“ benotigt: Aktuell
geschieht das mithilfe von Primfaktoren. Es ist denkbar einfach zwei grof3e Primzah-
len zu multiplizieren, wie die beiden Primzahlen 97 und 61, was einer Verschliisse-
lung entspricht.

Im Gegensatz dazu ist es ungleich schwieriger, die Zahl 5917 in Primfaktoren zu
zerlegen. Dies entspricht der Entschliisselung. Um eine Zahl wie 5917 in Primfaktoren
zu zerlegen, bleibt einem nichts anderes iibrig, als Primzahl fiir Primzahl zu testen.
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9 Handlungsorientierte Beispiele

9.1 Das Gegenereignis am Beispiel Geburtstagsparadoxon
Marc Heckl

Die Betrachtung des Gegenereignisses stellt in der Stochastik oftmals eine Erleichte-
rung eines mathematischen Problems dar. Im Folgenden soll eine mogliche Herange-
hensweise beschrieben werden. Das Geburtstagsparadoxon beschreibt das Problem,
dass Wahrscheinlichkeiten intuitiv falsch eingeschétzt werden: die Wahrscheinlich-
keit, dass zum Beispiel innerhalb einer Schulklasse zwei Schiiler am gleichen Tag
Geburtstag haben, wird allgemein fiir viel geringer gehalten, als sie es tatsdchlich ist.

Konkrete Umsetzung
,,Der Kerzenkalender*
Die Schiiler bringen in die Schulstunde eine Kerze von daheim mit. Vor der Stun-
de bereitet der Lehrer einen grof3en Kalender mit Monatsnamen und Tageszahlen
vor (z.B. mit einem Kreppband auf einem Tisch, wie in der Abbildung dargestellt).

Zunéichst lasst man die Schiiler un-
tereinander diskutieren, wie grof3 denn
die Wahrscheinlichkeit ist, dass mindes-
tens zwei Personen im Klassenzimmer am
gleichen Tag Geburtstag haben. Im Fol-
genden werden die Schitzungen an der
Tafel gesammelt. Nun wollen die Schiiler
sicher wissen, wie grof$ die Wahrschein-
lichkeit ist. Hierzu kommen die Schiiler
nach dem Zug-um-Zug-Prinzip mit ihren
Kerzen zum Kalender und legen diese an
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die Seite ohne das Geburtstagsdatum zu verraten. Dabei sagen sie laut, wie vie-
le Moglichkeiten sie noch haben, ihre Kerze auf ein freies Feld zu setzen. Anschlie-
Rend notieren sie an der Tafel die Wahrscheinlichkeit, mit der sie ein freies Feld mit
der eigenen Kerze besetzen. Zur Auflosung der urspriinglichen Frage wird das Ge-
genereignis berechnet.

Beispielrechnung:

Anzahl der noch nicht belegten Felder
Gesamtzahl der Felder

_365 364 363 365-k
365 365 365 ' 365

P(treffe leeres Feld) =

P(kein Feld doppelt besetzt)
k stellt hierbei die Schiilerzahl dar.
Die Wahrscheinlichkeit berechnet sich nun iiber das Gegenereignis:

P(Mindestens 2 Schiiler haben am gleichen Tag Geburtstag)
=1 - P(kein Feld doppelt besetzt)

Bei einer Schulklasse von 23 Schiilern betragt die Wahrscheinlichkeit, dass mindes-
tens zwei Schiiler am gleichen Tag Geburtstag haben, nach obiger Rechnung ca. 50%.

Betrégt die Schiilerzahl hingegen 30, so erhoht sich diese Wahrscheinlichkeit auf
ca. 70%

Hintergriinde

Warum positionieren die Schiiler ihre Kerzen einzeln?

Wir verwenden das Zug-um-Zug-Prinzip, um die mathematische Entwicklung sicht-
bar zu machen. Die Schiiler erkennen so den Zusammenhang zwischen der mathe-
matischen Formulierung und dem zu Grunde liegenden Problem besser.

Warum legen die Schiiler die Kerzen neben den Kalender und nicht direkt auf
ihren Geburtstag?

Wir vermeiden dadurch das zuféllige Ereignis, dass zwei Schiiler zu Beginn am glei-
chen Tag Geburtstag haben und somit der mathematische Rechenweg nicht nach-
vollziehbar entwickelt werden kann.

Direkte Verbindung zwischen Handeln und Mathematik

Das Positionieren der eigenen Kerze und die damit verbundenen Uberlegungen fin-
den auf verschiedenen Ebenen statt. Zunachst einmal die handelnde Ebene in wel-
cher der Schiiler seine Kerze auf dem Tisch platziert. Anschlief3end wird durch das
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Anschreiben der Wahrscheinlichkeit die direkte Verbindung zu den mathematischen
Inhalten formal gefordert.

Der Kerzenkalender liefert des Weiteren eine gemdiitliche Atmosphére und kann
speziell in der Weihnachtszeit zu einer frohlichen Stimmung fiihren.

Alternative Auflésung der Frage

Konkrete Umsetzung

Die Fragestellung bleibt im Vergleich zum , Kerzenkalender” gleich: Wie grof3 ist die
Wahrscheinlichkeit, dass zwei Schiiler einer Klasse am gleichen Tag Geburtstag haben?
Als , Kalender“ wird nun das Klassenzimmer benutzt. Hierzu werden die einzelnen
Ecken mit 1. Januar, 1. April, 1. Juli und 1. Oktober kodiert. Die Aufgabe der Schii-
ler besteht nun darin, sich an den Wanden so zu platzieren, dass ihre Geburtstage
chronologisch angeordnet sind. Haben zwei Schiiler das gleiche Geburtsdatum, so
stellen sie sich nicht nebeneinander, sondern hintereinander. So wird sichtbar, dass
hier ein gesuchtes Geburtstagspaar gefunden wurde.

1. Januar 1. April
?

Hintergriinde
Klassenwahrnehmung
Die Position im Klassenzimmer lésst einen vollig neuen Blickwinkel auf das Klassen-
gefiige zu. Die Schiiler stehen durch die Anordnung im Klassenzimmer unabhéngig
von der Beziehungsstruktur der Klasse nebeneinander. Infolgedessen lernt sich die
Klasse auf andere Art und Weise kennen.

Diese Methode eignet sich auch gut als Kennenlernspiel, wenn Klassen neu zu-
sammengestellt werden. Ein weiterer Diskussionspunkt kann eine eventuelle Clus-
terbildung durch Haufungspunkte der Geburtsdaten bieten.
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9.1 Wirspielen Lotto
Rebekka Isak

Das Klassenzimmer wird zur Lostrommel und die Schiiler zu Lottokugeln. So wird
einem stochastischen Experiment Leben eingehaucht und Wahrscheinlichkeitsrech-
nung hautnah erlebt.

Konkrete Umsetzung

Auf einer Raumseite werden vier Stiihle in einer Reihe nebeneinander gestellt, an-
sonsten wird das Klassenzimmer derart umgestaltet, dass ein Durchlaufen problem-
los moglich ist.
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Im Folgenden wird mit einer Schulkasse, bestehend aus 32 Personen, das Lotto ,,4
aus 32 gespielt. Zunachst wird durchgezihlt und jeder Schiiler bekommt eine Num-
mer von 1 bis 32, die er sich merken muss. Nach zufélligen Kriterien (z.B. die am
weitesten weg vom Lehrer stehende Person) wird ein Schiiler ausgewdahlt, der sich
auf den ersten Stuhl setzt. Dabei nennt er laut seine Nummer.

Nach vier Runden sind alle Stiihle besetzt und an der Tafel kann nun die Wahr-
scheinlichkeit fiir das Lottospiel berechnet werden. Dazu wird zuerst die Anzahl al-
ler moglichen Félle berechnet.

Um die Berechnung 32:31-30-29 zu begriinden, werden die moglichen Falle bei
einer Ziehung von nur zwei Kugeln durchgespielt. Dazu stellen sich die Schiiler in
einem Kreis auf, in den auch zwei leere Stiihle gestellt werden. Ein Schiiler setzt
sich auf einen der beiden Stiihle und bleibt auf diesem sitzen. Wie viele Moglich-
keiten gibt es, den zweiten Stuhl zu besetzen? Die Schiiler setzen sich nacheinan-
der jeweils kurz auf den noch freien Stuhl (siehe Foto auf der ndchsten Seite) und
zdhlen laut mit. So wird insgesamt auf 31 gezahlt. Diese Zahl wird auf der Tafel no-
tiert. Nun steht auch der Schiiler, der sich als erster setzt, wieder auf und der Pro-
zess wird noch einmal mit einem anderen Schiiler wiederholt. Wieder wird auf 31
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gezahlt. An der Tafel wird nun 31 zu 31 addiert. Nach wenigen Durchldufen erken-

nen die Schiiler, dass sie 32 mal auf 31 zdhlen miissen, und es also 32 mal 31 Mog-

lichkeiten gibt, die beiden Stiihle zu besetzten.
e T e T

Somit kann begriindet werden, warum die Anzahl der Moglichkeiten beim Lotto ,,4
aus 32“ genau 32 - 31 - 30 - 29 = 863040 betriagt. Wenn die Reihenfolge eine Rolle
spielt, erhdlt man also m als Wahrscheinlichkeit, dass eine bestimmte Ziffern-
folge gezogen wird.

Beim Lottospiel kommt es aber nicht auf die Reihenfolge der Ziehung an. Um he-
rauszufinden, wie viele Moglichkeiten es gibt, vier Stiihle mit vier Personen zu be-
setzen, stellen sich vier Schiiler vor die Stiihle. Der erste Schiiler hat vier verschie-
dene Moglichkeiten sich zu setzen, der zweite hat nur noch drei Méglichkeiten, der
dritte nur noch zwei und der vierte schlieRlich nur noch eine Moglichkeit sich zu set-
zen. Somit gibt es also 4 - 3 - 2 - 1 = 24 giinstige Falle. Die Wahrscheinlichkeit, 4 Zif-
fern aus 32 zu ziehen, betrégt also ﬁ .

Hintergriinde

Schiiler als Lottokugeln

Bei einem stochastischen Experiment nehmen die Schiiler oft nur eine beobachten-
de Position ein. Werden die Schiiler selbst zu Lottokugeln, kommt Bewegung in den
Unterricht. Die Schiiler werden selbst aktiv. So wird ein Interesse an der Losung ge-
weckt und durch das eigene Erleben pragt sich das Experiment besser ein.

Plus oder Mal, das ist nicht egal

Intuitiv wird die Frage, wie viele Moglichkeiten es bei einem stochastischen Experi-
ment gibt, oft falsch beantwortet. So wird zwischen die 32 und 31 oft ein Plus- statt
einem Malzeichen gesetzt. Um die Anzahl der Moglichkeiten , erlebbar” zu machen,
wird sie durch einfaches Zahlen berechnet. Die Schiiler bekommen somit ein Gefiihl,
wie grol3 die Anzahl an Méglichkeiten tatsdchlich ist.
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10 Verteilungen

10.1 Eine spielerische Einfithrung in die
Wahrscheinlichkeitsrechnung

Thomas Ahner

Eine einfache Moglichkeit, die Wahrscheinlichkeitsrechnung im Unterricht einzufiih-
ren, besteht in der Durchfiihrung eines Wiirfelspiels, bei dem die Schiiler einen klei-
nen materiellen und einen groflen Lerngewinn erzielen konnen.

Konkrete Umsetzung

Der Raum wird entsprechend der nebenstehenden Skizze, die der Lehrer an die Ta-
fel zeichnet, umgestaltet. Hierbei gilt das Pult als Mittelpunkt, um das herum ein
Tischhalbkreis aus 10 Tischen gestellt wird. Die restlichen Tische werden an den
Rand gestellt. Der Lehrer wahlt nun aus den Schiilern zwei ,,Gliicksfeen“ aus, wel-

X=7

"
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che sich zum Pult begeben und der Klasse zugewandt auf zwei Stiihlen sitzen. Sie er-
halten jeweils einen verschiedenfarbigen 6-seitigen Wiirfel. Der Rest der Klasse ver-
teilt sich nun moglichst gleich auf die 10 anderen Tische und blickt in Richtung Pult.

Der Lehrer verteilt der Reihe nach von 2 bis 12 durchnummerierte Kartchen auf die
Tische; das Pult erhélt die Nummer 7. Nun beginnt das Spiel: die ,,Gliicksfeen wiir-
feln jeweils und rufen laut die Summe ihrer beiden Wiirfe. Der Lehrer verteilt einen
Gewinn an den Tisch, dessen Nummer gewiirfelt wurde. Als Gewinne eignen sich klei-
ne Siiligkeiten wie beispielsweise Gummibarchen. Der Gewinn besteht stets aus so
vielen Gummibarchen, wie Schiiler am Tisch sitzen. Eines davon wird auf die Num-
mernkarte gelegt, aber auch der Rest wird noch nicht gegessen. Dieser Vorgang wird
so lange wiederholt, bis alle SiiRigkeiten ausgeteilt worden sind.

Die Schiiler bringen ihr Nummernkértchen mit den darauf befindlichen Sii8igkei-
ten nach vorne zum Pult und ordnen sie nach der Reihenfolge der Nummern. Bereits
wahrend des Spiels wird die Ungerechtigkeit der Verteilung fiir die Schiiler erfahr-
bar. Nun ist diese Ungerechtigkeit auch optisch messbar: die Verteilung am Tisch
ist im Allgemeinen so, dass die mittleren Zahlen o6fter als die niedrigen und hohen
Zahlen getroffen werden. Als Ergebnissicherung des Spiels eignet sich eine Fotogra-
fie des Tisches, welche ins Matheheft eingeklebt wird.

Das fiir die Schiiler iiberraschende Ergebnis wird nun dazu genutzt, stochastische
Begriffe wie Verteilungen und Zufallsvariablen einzufiihren. Dazu nutzt der Lehrer
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die unterschiedlichen Farben der Wiirfel und zeichnet eine Tabelle. In dieser wer-
den zuerst in der Farbe des ersten Wiirfels in 6 Spalten jeweils die Zahlen von 1 bis
6 eingetragen werden. Danach werden hinter diese Eintrége jeweils die Zahlen von
1 bis 6 mit der Farbe des zweiten Wiirfels eingetragen. Es ergibt sich eine Tabelle
mit 36 Eintrdgen, in denen alle moglichen Elementarereignisse mit 2 Wiirfeln unter
Beachtung der Reihenfolge stehen. Fragt man die Schiiler nun, welche der Kombina-
tionen in der Summe eine unbestimmte Zahl zwischen 2 und 12 ergeben, erkennen
sie schnell das dahinterliegende Muster: die Zahlen mit gleicher Summe der Augen-
zahlen stehen in je einer Diagonalen. Weiterhin erkennen sie, dass die 7 mit sechs
Moglichkeiten am héufigsten gewiirfelt wird, wahrend beispielsweise die 4 und die
10 nur von jeweils drei Kombinationen erwiirfelt werden kénnen.

Hier kann man bereits die Begriffe wie Zufallsvariable und Ereignis einfiihren.
Die Wahrscheinlichkeit, dass ein bestimmtes Ereignis eintritt — hier die Augensum-
me zweier Wiirfel - ergibt sich durch Division der eintretenden giinstigen Ereignis-
se durch die Zahl der moglichen Ereignisse: ||X7|| . Dies ist am Tafelbild anschaulich
erklart. Auch Verteilungen konnen gut erklért werden: die Ergebnisse sind symme-
trisch verteilt, P(X=6) beispielsweise ist gleich wahrscheinlich wie P(X=8), jedoch
nicht Laplace-verteilt.
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Hintergriinde

Siedler von Catan

Durch die spielerische Komponente ist es moglich, mitten in die Wahrscheinlichkeits-
rechnung einzusteigen. Gleichzeitig werden die formalen Begriffe mathematisch
motiviert. Dies stellt eine positive Alternative zum analytischen Erlernen des Unter-
richtsstoffes dar'®. Zudem gibt es einen kulturellen Hintergrund zur Tabelle an der
Tafel: Beim bekannten Strategiespiel ,,Siedler von Catan“ deutet die Grofde der Be-
schriftungen der Chips auch auf die hier ebenfalls angewandten Wahrscheinlichkei-
ten der entsprechenden Wiirfelwiirfe hin.

Motivation durch Emotion

Im Laufe des Spiels werden innerhalb der Klasse Emotionen geweckt: Schiiler, de-
ren Zahl haufig gewtirfelt wird, freuen sich, wéhrend Schiiler, deren Zahl nicht ge-
wilrfelt wird, Betrug vermuten und diesen lauthals duf3ern. Unter Verdacht stehen
die Gliicksfeen, da diese durch die 7 am wahrscheinlichsten gewinnen und ja zu-
gleich noch wiirfeln. Es scheint, als wiirden sie auf das Ergebnis Einfluss nehmen.

16 Der interessierte Leser sei auf Wagenschein, Martin: Verstehen lehren. genetisch - sokratisch — exempla-
risch. Weinheim, 1975 verwiesen.
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Das soziale Gefiige der Klasse wird gestiitzt

Nachdem die Schiiler gemeinsam erarbeitet haben, warum die Gewinne aus mathe-
matischen Griinden nicht fair auf alle verteilt wurden, schldgt der Lehrer den Schii-
lern vor, die Siifligkeiten gerecht unter allen aufzuteilen. Die Schiiler reflektieren
iiber den Begriff der Fairness und teilen die Siiigkeiten unter sich auf, so dass kein
Schiiler iibergangen wird. Hierzu wird eine klare Anleitung des Lehrers benotigt.
Die Siifsigkeiten belohnen kein gutes oder schlechtes Spiel im Sinne einer ,Bonbon-
Padagogik®, bei der Willkiir belohnt wird, sondern sind Teil des Spiels. Fiir den Leh-
rer gilt es, auf die Situation vorbereitet zu sein, dass manche Schiiler aus religiosen
oder ethischen Griinden keine Gummibarchen essen diirfen.

10.2 Mit Miinzen und Streichhélzern zur Binomialverteilung
Alisa Miill, Oliver Reim und Fabian Zimmerer

Im folgenden Abschnitt wird eine Einfiihrung von Binomialkoeffizienten und der Bi-
nomialverteilung beschrieben.

Konkrete Umsetzung
Phase 1

Der Lehrer beginnt exemplarisch mit ei-
ner Spielfigur auf dem Lehrerpult. Durch
einen Miinzwurf wird entschieden, in
welche Richtung sich die Figur fortbe-
wegt. Zwei Streichholzer markieren die
moglichen Wege, an deren Enden zwei
Miinzen gelegt werden. Die linke Miinze
zeigt mit der Zahl nach oben, wihrend
bei der rechten Miinze die Kopfseite sichtbar ist, was die Ausgéinge des Miinzwurfes
symbolisiert. Im nachsten Schritt werden von beiden Miinzen ausgehend alle wei-
teren Wege entsprechend mit Streichhdlzern und Miinzen gelegt, sodass eine Art
Wegdiagramm entsteht.

In der Mitte der zweiten Zeile liegen nun zwei Miinzen iibereinander, wodurch
die Anzahl der verschiedenen Wege fiir diesen Ausgang ausgedriickt wird. Der Leh-
rer legt die dritte Zeile, in der bereits die Binomialverteilung durch die Miinzstapel
deutlich wird (1 - 3 - 3 - 1), und zeigt mit der Spielfigur die verschiedenen Wege,
um die Miinzen in der dritten Zeile zu erreichen.

Die Schiiler bekommen die Aufgabe, diese Konstruktion in den Farbgruppen bis
zur sechsten Zeile selbst zu bauen.
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Im Lehrer-Schiiler-Gesprich folgt der Ubertrag der entstandenen Miinzverteilung
an die Tafel. Es entsteht das Pascalsche Dreieck mit k Spalten und n Zeilen fiir n=6.
Wichtig fiir die Schiiler ist das Verstindnis des Zusammenhangs zwischen den Ein-
tradgen im Pascalschen Dreieck und dem Miinzstapel, bzw. der Anzahl der moglichen
Wege, was im folgenden Abschnitt ausfiihrlicher behandelt wird.

Phase 2

Um vom Pascalschen Dreieck zur Binomialverteilung fiir p = 0,5 zu kommen, stellt
der Lehrer den Schiilern die Frage, wie viel Geld denn nun eigentlich insgesamt vor
ihnen liegt. Dies ldsst sich am einfachsten berechnen, indem sich die Schiiler tiber-
legen, wie viele Miinzen in einer einzelnen Zeile liegen. Hierbei lisst sich erkennen,
dass sich in der n-ten Zeile genau 20+ 2! + 22 + .., + 27~ 1 = 2" — 1 Miinzen befinden.
Damit gilt also, dass bis zur n-ten Zeile genauso viele Miinzen zu finden sind, wie al-
lein in der nachfolgenden Zeile, abziiglich 2, da der Startpunkt in dieser Konstruk-
tion keine Miinze erhalt.

Betrachten die Schiiler also das vor ihnen liegende sechsstufige Pascalsche
Dreieck, so stellen sie fest, dass es aus genau 27 - 1 = 1 = 126 Miinzen besteht.
Im néchsten Schritt stellt der Lehrer die Spielfigur auf einen beliebigen Miinzstapel
in der sechsten Zeile. Aus Phase 1 ist bekannt, dass die Anzahl der méglichen Pfa-
de zur Spielfigur der Anzahl der Miinzen bzw. des Binomialkoeffizienten entspricht.
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Um einen bestimmten Punkt zu treffen, muss die Figur immer gleich haufig nach
rechts (untere Zahl im Binomialkoeffizienten) hiipfen. Welchen Pfad sie auch immer
waihlt, sie muss z.B. um das , Feld“ (3) zu erreichen, auf ihrem Weg genau zweimal
nach rechts hiipfen. Das Pascalsche Dreieck lésst sich somit auch in Binomialkoef-
fizienten schreiben.

Nun gilt es, die beiden Uberlegungen zur Anzahl der Miinzen und zum Binomi-
alkoeffizienten zusammenzubringen, um somit schliel3lich die Formel zur Binomi-
alverteilung herzuleiten. Dafiir betrachten die Schiiler zuerst das konkrete Beispiel
dreimal ,,nach links hiipfen“, beziehungsweise dreimal ,Kopf“, bei sechs Miinzwiir-
fen. Um dieses Zufallsereignis zu veranschaulichen, ist es auch hier wieder sinnvoll,
die Spielfigur auf den entsprechenden Miinzstapel in der sechsten Zeile zu setzen.

Die Fragestellung lautet demzufolge: Wie wahrscheinlich ist es, dass die Spielfigur
nach 6 Miinzwiirfen genau auf diesem Miinzstapel landet? Oder mit anderen Wor-
ten: Wie wahrscheinlich ist es, bei sechs Miinzwiirfen dreimal Kopf zu werfen? Die
Schiiler kennen bereits die Laplace-Wahrscheinlichkeit und wissen damit, dass es
notig ist, sowohl die Anzahl der fiir das Ereignis glinstigen Moglichkeiten, als auch
die Anzahl aller Moglichkeiten zu berechnen. Die Anzahl der giinstigen Moglichkei-
ten entspricht der Anzahl der Pfade, mit denen man vom Startpunkt zur Spielfigur
gelangt und lasst sich mithilfe des dazugehorigen Binomialkoeffizienten (g) ange-
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ben. Die Gesamtzahl der Moglichkeiten wiederum entspricht der Anzahl der Miin-
zen in der sechsten Zeile, also 2°.

6
Dies ergibt also: P(X = 3) = (3—6). Nachfolgend lésst sich die allgemeine Binomialver-
teilung fiir p = 0,5 aufstellen.

Hintergriinde

Verbindung verschiedener Teilgebiete der Mathematik

Die Unterrichtseinheit bietet eine tolle Moglichkeit, verschiedene Teilgebiete der Ma-
thematik miteinander zu verkniipfen. So werden sowohl Ergebnisse der Geometrie
als auch der Arithmetik verwenden, um schlieRlich ein Resultat der Stochastik - die
Binomialverteilung - herzuleiten.

Uber die Darstellung des Pascalschen Dreiecks und des Sierpinski-Dreiecks wer-
den verschiedene Mengen wie Dreieckszahlen, Tetraederzahlen und Fibonaccizahlen
behandelt. Ebenso wird durch die Anzahl der Miinzen (pro Zeile) das exponentiel-
le Wachstum thematisiert. In der zweiten Zeile des Pascalschen Dreiecks (1 -2 -1)
entdecken die Schiiler die Koeffizienten der ersten und zweiten Binomischen For-
mel: (x +y)2=1x2+2xy + 1y2.

107



Wahrscheinlichkeit und Zufall

Verteilungen

Stundenaufbau nach dem E-I-S-Prinzip
Die Nachhaltigkeit des vermittelten Themas wird durch die Verwendung des E-I-S-
Prinzips unterstiitzt. Nachdem die Schiiler die Binomialverteilung durch die Kon-
struktion aus Streichhélzern und Miinzen enaktiv erlebt haben und einen haptischen
Zugang zu diesem Thema erhalten, erfolgt der ikonische Ubertrag an die Tafel be-
ziehungsweise in das Schulheft. Die symbolische Fixierung der Formel fiir Binomi-
alkoeffizienten erfiillt den formalen Teil des Prinzips.

Im Verlauf der Stunde wichst ein Versténdnis fiir die Binomialverteilung heran,
welches den Schiilern einen ganz anderen Zugang ermoglicht, als die einfache Kon-
frontation mit dem Thema und den zugehorigen Formeln.

Vom Konkreten zum Allgemeinen

Die Schiiler betrachten jeweils zuerst konkrete Beispiele und versuchen fiir diese L6-
sungen zu finden. Erst ganz am Schluss wird ein allgemeiner Zusammenhang der
Probleme erkannt. Das Allgemeine wird also durch Betrachten eines Einzelfalles er-
kannt und erschlossen. Dies hat den grof3en Vorteil, dass die Schiiler selbst den Ver-
allgemeinerungsprozess nachvollziehen und sich dieser und die daraus resultieren-
den Gesetzmalligkeiten besser einprigen konnen. Die Fahigkeit zum Abstrahieren
wird somit gefordert.
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